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Wer sich die Mühe nimmt, die Statik der festen Körper 
von Dr. Jul. Petersen einer genaueren Durchsicht zu 
unterwerfen, der wird finden, dafs hier auf kleinem Baum 
nicht nur ein reicher Inhalt geboten wird, sondern dafs 
auch die Darstellung und Entwicklung einfach, knapp und 
zum grofsen Theile dem Verfasser eigenthümlich ist. Das 
gilt in besonderem Grade von dem sechsten und drei- 
zehnten Kapitel, von denen das erstere über das astatische 
Oleichgewicht, das letztere über das Diagramm eines ge- 
gliederten Systems handelt. Möbius (Statik, 1837) und 
;| Min ding (Grelles Journal, 1840) haben das Problem des 

astatischen Gleichgewicht zuerst in Angriff genommen und 
dasselbe einer genauen und eingehenden Untersuchung 
unterworfen. Beide behandeln aber, und zwar mit einem 
Aufwand von sehr viel mehr Mitteln, nur einen Theil der 
Sätze, die hier auf dem engen Baum des sechsten Kapitels 
dargestellt und abgeleitet sind. Im dreizehnten Kapitel 



ist die, bis dahin nur für specielle Fälle aufgestellte, Theorie 
des Diagramms vollständig gegeben. 

Wegen seiner Kurze und namentlich auch wegen der 
den ersten elf Kapiteln hinzugefügten Aufgaben wird das 
Buch sich zunächst für Studierende empfehlen; ich zweifle 
aber nicht, dafs dasselbe auch in weiteren Kreisen An- 
erkennung finden wird. 

Kiel, im Februar 1882. 

R. V. Fischer- Benzon. 
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1* Begritr der Kraft. Erfährt ein Körper keine Ein- 
wirkung von aufsen her und ist derselbe in Buhe, so wird 
er fortfahren in Buhe zu sein; bewegt der Körper sich, 
so wird er fortfahren sich mit unveränderter Geschwindig- 
keit und in unveränderter Bichtung zu bewegen. Dieser 
Satz heifst das Gesetz der Trägheit oder das Be- 
harrungsvermögen. Die Bichtigkeit desselben läfst 
sich nicht direct durch Versuche zeigen, da stets eine 
Einwirkung von aufsen her stattfindet (Widerstand der 
Luft, Beibung, Wirkung der Schwere u. s.w.), aber sie 
läfst sich indireet durch Versuche beweisen, indem die 
äufseren Einwirkungen theils soweit möglich entfernt, 
theils mit in Berechnung gezogen werden. 

Sobald also ein Körper von Buhe zur Bewegung über- 
geht, ode( sobald Bichtung oder Geschwindigkeit seiner 
Bewegung verändert werden, mufs eine Einwirkung von 
aufsen her auf den Körper stattfinden. Die äufseren Ur- 
sachen, welche den Bewegungszustand eines Körpers ver- 
ändern, heifsen Kräfte. Indessen kann ein Körper auch 
unter der Einwirkung mehrerer Kräfte stehen, obgleich 
sein Bewegungszustand nicht verändert wird, denn er kann 

mehreren Einwirkungen unterworfen sein, welche, wenn 

1 



sie einzeln wirkten, den Bewegungszastand verändern 
würden, die aber, indem sie gleichzeitig wirken, ihre Wir- 
kungen gegenseitig aufheben. Von einem solchen Systeme 
von Kräften sagt man, es sei im Gleichgewicht. Zu- 
weilen sagt man auch in diesem Falle, dafs der Körper 
im Gleichgewicht sei. 

2. Eine Kraft, welche denselben Einfiufs auf die Be- 
wegung eines Körpers ausübt wie mehrere andere Kräfte, 
welche gleichzeitig wirken, heifst die Besultaute dieser 
Kräfte, während diese Componenten heifsen. Mehrere 
Kräfte durch ihre Besultante ersetzen, heifst dieselben 
zusammensetzen; eine Kraft durch mehrere andere 
ersetzen, heifst dieselbe zerlegen. 

3* Die Schwerkraft. Die Erfahrung zeigt, dafs jeder 
Körper, welcher nicht unterstützt wird, mit stetig wach- 
sender Geschwindigkeit gegen den Mittelpunkt der Erde 
fällt. Die unbekannte Ursache hiervon heifst die Schwer- 
kraft. Man kann nicht nachweisen, auf welchem Wege 
die Einwirkung erfolgt^ aber durch Versuche hat man die 
Wirkung derartig kennen gelernt, dafs man in allen Fällen 
den Einfiufs der Schwerkraft auf den Bewegungszustand 
eines Körpers bestimmen kann. 

Eine Linie, welche durch den Mittelpunkt der Erde 
geht, heifst senkrecht oder lothrecht, eine darauf 
senkrechte Ebene wage recht. Da der Badiits der Erde 
nahe 860 Meilen lang ist, so kann man senkrechte Linien 
als parallel betrachten, wenn sie von Punkten der Erd- 
oberfläche ausgehen, welche nahe bei einander liegen. 

Befestigt man einen Körper an das untere Ende eines 
senkrechten undehnbaren Fadens, dessen oberes Ende be- 
festigt ist, so wird derselbe verhindert zu fallen. Die 
Schwerkraft ist dann die Ursache, dafs der Körper einen 



Zug auf den Faden ausübt, und dieser kann wahrgenommen 
werden, wenn man das obere Ende des Fadens an tine 
Feder befestigt, welche durch den Zug in der Bichtung 
des Fadens zusammengedrückt werden kann. Dieser Zug 
heifst das Gewicht des Körpers. Es wird vorausgesetzt, 
dafs das Gewicht des Fadens so klein ist, dafs es ver- 
nachlässigt werden kann. Man sagt, zwei Körper haben 
gleiches Gewicht, wenn sie die Feder um gleich viel zu- 
sammendrücken. Versuche zeigen, dafs das Gewicht eines 
Körpers sich nicht ändert, wenn auch die Anordnung der 
Theile des Körpers eine andere wird, und dafs das Gewicht, 
wenn der Körper seinen Platz behält, nicht von der Länge 
des Fadens abhängig ist. Das Gewicht ändert sich, wenn 
sich der Abstand des Körpers vom Mittelpunkte der Erde 
ändert; für kleine Änderungen dieses Abstandes läfst sich 
indessen das Gewicht als constant betrachten. 

4. Als Einheit des Gewichts dient das Kilogramm, 
das heifst das Gewicht eines Kubikdecimeters Wasser im 
Zustande seiner gröfsten Dichtigkeit. Dafs ein Körper n 
Kilogramm wiegt, heifst also, dafs er die Feder . ebenso 
stark zusammendrückt, als wenn n Gewichtseinheiten Was- 
ser an den Faden gehängt wären. 

Der benutzte Apparat läfst sich als Wägeapparat 
gebrauchen, sobald man die Feder mit einem Zeiger ver- 
lieht, welche auf einem Mafsstab die Anzahl Gewichts- 
einheiten angiebt, welche den verschiedenen Stellungen 
des Zeigers entsprechen. Ein solcher Apparat heifst ein 
Dynamometer. 

5* Das Dynamometer liefert ein Beispiel für Gleich- 
gewicht. Würde man den Faden abschneiden, so würde 
die Schwerkraft den Körper senkrecht nach abwärts ziehen ; 
würde die Schwerkraft plötzlich zu wirken aufhören, so 



würde die Feder sich ausdehnen und dadurch den Körper 
senkrecht in die Höhe ziehen. Beide Kräfte wirken in- 
dessen gleichzeitig und sind im Gleichgewicht, sobald der 
Zeiger zur Buhe gekommen ist. 

6. unter Richtung einer Kraft versteht man die 
Bichtung, in der sie den Körper, auf den sie wirkt, be- 
wegen würde, wenn sich der Bewegung keine Hindernisse 
entgegenstellten. Die Bichtung Jder Schwerkraft .ist also 
senkrecht nach unten, während die Bichtung einer Feder- 
kraft, welche einen Faden spannt, durch die Bichtung des 
Fadens (gegen die Feder hin) angegeben wird. 

7. Man sieht leicht, dafs zwei gleiche und gleich 
stark zusammengedrückte Federn, welche jede an einem 
Endpunkte eines Fadens in der Bichtung desselben, aber 
.einander entgegen wirken, den Faden nicht bewegen kön- 
nen. Die beiden gleich grofsen aber entgegengesetzten 
Kräfte, welche sich hier im Gleichgewicht halten, müssen 
beide das Bestreben haben, den Faden zu verlängern, aber 
ersetzt man den Faden durch einen dünnen Stab, welcher 
sich nicht zusammendrücken läfst, so könnten die Kräfte 
auch das Bestreben haben den Stab zusammenzudrücken, 
ohne dafs das Gleichgewicht gestört wird. 

Da das Gleichgewicht unabhängig von der Länge des 
Stabes oder des Fadens ist, so kann man ein Stück des 
Stabes oder des Fadens fortnehmen; jeder Theil übt des- 
halb einen Druck oder einen Zug auf die benachbarten 
Theile aus, welcher ebenso grofs ist, als ob die Feder auf 
die Nachbartheile wirkte; man sagt deshalb, dafs in jedem 
Funkte des Stabes oder des Fadens eine Spannung vor- 
handen sei, deren Gröfse gleich der Anzahl von Kilo- 
grammen ist, welche der Zeiger auf einer der Fedein 
angiebt. 



Der Funkt, auf welchen die Feder wirkt, heifst der 
Angriffspunkt der Kraft; man kann also, ohne dafs das 
Gleichgewicht gestört wi(d, den Angriffspunkt an jeden 
Funkt in der Bichtung der Kraft verlegen, welcher mit 
dem ursprünglichen Angriffspunkt fest verbunden ist, wenn 
im übrigen die Gröfse und Richtung der Kraft unverändert 
bleibt. 

8. Messen der Kräfte. Wenn eine beliebige Kraft 
auf einen Körper wirkt, welcher so klein ist, dafs man 
ihn als Funkt betrachten kann (Angriffspunkt der Kraft), 
so wird der Funkt sich in einer gewissen Bichtung be- 
wegen. Verbindet man nun den Funkt mit einem festen 
Funkt mittels eines Fadens, dessen Richtung mit der 
zusammenfällt, in welcher der Funkt sich bewegen würde, 
der aber nach der entgegengesetzten Seite geht, so mufs 
der Funkt in Buhe bleiben und der Faden erfährt eine 
gewisse Spannung. Die Kraft, welcher Art sie auch sein 
möge, wirkt deshalb ganz auf dieselbe Art wie ein Faden, 
der vom Angriffspunkt in einer bestimmten Bichtung aus- 
läuft und eine gewisse Spannung hat. Man kann sich 
deshalb immer die wirkenden Kräfte durch solche Fäden 
ersetzt denken, und die Kraft wird hinreichend bestimmt 
sein, wenn man ihren Angriffspunkt, ihre Bich- 
tung (die Bichtung des Fadens) und ihre Gröfse (die 
Grölse der Spannung des Fadens, gemessen in Kilogram- 
men) angiebt. Jede Kraft ist deshalb vollständig bestimmt 
durch eine gerade Linie, welche vom Angriffspunkt in der 
Bichtung der- Kraft gezogen wird, und deren Länge die 
Gröfse der Kraft angiebt, indem man eine gewisse beliebig 
gewählte Strecke ein Kilogramm repräsentieren läfst. 

Der Angriffspunkt sei A und die Strecke AB möge 
die Kraft darstellen; auf der durch A und B bestimmten 



Geraden wählt man eine Bicbtang als positiv; man rechnet 
dann die Kraft als positiv oder negativ, je nachdem AB 
positiv oder negativ ist. 

9. Gleichzeitig wirkende Kräfte. Von gleichzeitig 
wirkenden Kräften wird vorausgesetzt, dafs sie unab- 
hängig von einander seien. Es soll näher auseinander- ' 
gesetzt werden, was hierunter zu verstehen sei. 

Angenommen, mehrere Kräfte wirkten auf einen kleinen 
Körper, alle in derselben Geraden, und der kleine Körper 
werde mit Hülfe eines Fadens in Ruhe gehalten. Die 
Gröfsen der einzelnen (positiven oder negativen) Kräfte 
seien, indem eine zur Zeit wirkt, gemessen und beziehungs- 
weise gleich a, &, 0, . . . . gefunden. Man sagt dann, 
dafs die Kräfte unabhängig von einander sind, wenn sie, 
indem sie gleichzeitig alle wirken, eine ßesultante h^ben, 
welche in derselben Geraden wie die gegebenen Kräfte liegt, 

und deren Gröfse a + b + c-^ ist. Man kann nicht 

beweisen, dafs dies der Fall sein mufs, denn das Entgegen- 
gesetzte kann wohl stattfinden. Gehen die Kräfte z. B. 
von zwei vereinigten Magneten aus, so darf man, da die 
Magnete auf einander einwirken, nicht schliefsen, dafs die 
vereinigten Magnete eine Anziehung ausüben, welche gleich 
der Summe der Anziehungen ist, welche sie jeder für sich 
ausüben wiirden. 

10. Die oben gegebene Definition des Begriffes Kraft 
bedarf noch einer Einschränkung. Sobald der Körper, 
welcher durch Einwirkung äufserer Ursachen in Bewegung 
gesetzt wird, als Punkt betrachtet werden kann, so kann 
die BeweguDgsursache durch einen Faden mit einer ge- 
wissen Spannung ersetzt werden; hat der Körper dagegen 
endliche Dimensionen, so ist dies nur ausnahmsweise der 
Fall; später wird gezeigt werden, dafs die Bewegungs- 



Ursachen in solchem Falle dnrch mehrere an verschiedenen 
Punkten dos Körpers wirkende, gespannte Fäden ersetzt 
werden können; man mufs also sagen, dafs der Körper in 
diesem Falle unter dem Einflasse eines Systemes von 
Kräften stehe. 

11. Die Lehre über das Verhältnis zwischen den Be- 
wegungen der Körper und den wirkenden Kräften stützt 
sich auf einige wenige Erfahrungssätze, ist aber im übrigen 
eine rein mathematische Wissenschaft, welche rationelle 
Mechanik heifst. Man theilt sie in Statik oder Gleich- 
gewichtslehre, und Dynamik, die eigentliche Bewegungs- 
lehre. Die Einleitung zur Dynamik bildet die K i n e m a t i k , 
welche die zusammengesetzten Bewegungen rein geometrisch 
(ohne Bücksicht auf die Bewegungsursachen) auf die mög- 
lichst einfache Weise beschreibt. 
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BESTES KAPITEL 

Kräfte, welclie in demselben Funkte angreifen. 



Qrundsätze. 

12. Die Grundlage der Statik ist in folgenden Sätzen 
enthalten: 

I. Eine Kraft ist bestimmt dnrch Gröfse und Sich- 
tung einer vom Angriffspunkt aus gezogenen geraden Linie. 
Der Angriffspunkt kann in der Bichtung der Kraft bis an 
einen beliebigen fest mit demselben verbundenen Funkt 
verschoben werden. 

II. Mehrere Kräfte, welche in derselben Geraden 
wirken, können durch eine einzige Kraft ersetzt werden, 
welche gleich der algebraischen Summe derselben ist und 
in derselben Geraden liegt, und umgekehrt. 

Sind die gegebenen Kräfte Pi, P^ , . ,Pn, die Resul- 
tante jß, so hat man also: 

i2 = Pi + A + . • . + ^n. (1) 

III. Ein System von Kräften mit gemeinschaftlichem 
Angriffspunkt hat immer eine und nur eine Resultante, 
deren Gröfse und Bichtung nur abhängig ist von den 
Gröfsen und Richtungen der Componenten. Ihr Angriffs- 
punkt ist derselbe wie der der Componenten. 

IV. Zu beliebigen auf einen Körper wirkenden Kräften 
kann man Kräfte hinzufügen, welche sich gegenseitig im 



Gleichgewicht halten und deren Ängriifspunkte fest mit 
dem Körper verbunden sind. 

Hierbei bat man zu beachten, dafs eine solche Hinzn- 
fügung allerdings keinen Einflufs auf den Bewegungszustand 
des Körpers hat, wohl aber auf die inneren Drucke und 
Spannungen. Auf diese wird hier keine Bücksicht ge- 
nommen, da vorausgesetzt wird, dafs der Körper absolut 
fest sei. 

y. Die geometrischen Verbindungen, welche zwischen 
den Angriffspunkten der wirkenden Kräfte existieren, kann 
man sich durch beliebige andere ersetzt denken, welche 
die Abhängigkeit zwischen den Bewegungen, welche die 
Funkte erhalten können, nicht verändern (ohne Rücksicht 
auf die Kräfte). 

Dieser Satz, welcher nicht wie die übrigen zur ge- 
naueren Definition des Kraftbegriffes dient, mufs als ein 
Erfahrungssatz betrachtet werden, und der umstand, dafs 
die vielen mit seiner Hülfe abgeleiteten Sätze mit Beob- 
achtungen übereinstimmend gefunden worden sind, mufs 
als hinreichender Beweis für seine Richtigkeit genommen 
werden. 



Kräfte, welche auf einen freien Punkt wirken. 

13. Das Parallelogramm der Kräfte. AB und AC 

seien zwei gleich grofse Kräfte, AB DG ein Rhombus. Man 
kann dann AB nach CD ver- 
schieben, wenn man gleich- 
zeitig AC nach BD verschiebt. 
AB und AC haben nämlich eine 
Resultante (III) : diese mufs längst/) 
fallen; denn dieselbe kann nicht ver- 
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ändert werden, wenn man die Figur durch Drehung um 
äD zur Deckung mit sich selbst bringt. Fügt man die 
vier im Gleichgewicht befindlichen Kräfte DB, DC, BD 
und CD hinzu, so wird die Resultante der beiden ersten 
auf Grund der Symmetrie die Resultante der beiden ge- 
gebenen Kräfte aufheben. Dann bleiben BD und CD 
zurück. 

Es mag hier ein für allemal bemerkt werden, dafs 
man sich hinzugefügte neue AngrifEspunkte stets als fest 
verbunden mit den alten Angriffspunkten zu denken hat. 
14. Die Resultante zweier Kräfte ^^5 und^C 
ist die Diagonale^Z^ des Parallelogramms ^^/>C 
(Parallelogramm der Kräfte). AB und AC mögen ein 

gemeinschaftliches Mafs a haben, so 
■^1 f f j B dafs AB ^ p . a, AG =^ q . a. }Am 

theile nun das Parallelogramm AD 
durch Parallelen in Rhomben mit der 
Seite a. Zufolge 13 läfst sich nun 
AE durch q Verschiebungen hinunter 
in die Lage CF bringen, indem man 
für jeden Schritt, welchen man abwärts rückt, einen von 
den Theilen von AÜ auf BF hinüberbringt. Die beiden 
gegebenen Kräfte sind nun durch die drei Kräfte CF, EF 
und EB ersetzt. Auf dieselbe Weise wird nun EG nach 
FH verschoben, wodurch EF bis OH weiter rückt; fährt 
man in dieser Weise fort, so ist allmählich die ganze AB 
nach CD verschoben und AC wird dann bis BD weiter 
gerückt sein. Die Resultante von CD und BD geht 
durch />, also geht auch die Resultante von AB und AC 
durch D. 

Dadurch ist bewiesen, dafs die Richtung der Resul-- 
tante mit der Richtung der Diagonale im Parallelogramm 
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der Kräfte zusamroenßHlt. Auf die gewöhnliche Weise 
wird die Gültigkeit des Beweises auch für den Fall ge- 
zeigt, wo die Kräfte incommensurabel sind. 

um die Gröfse der Resultante zu finden, ziehe man 
AE gleich und entgegengesetzt der Besultante, AF gleich 
und entgegengesetzt AB. AB, AG und AE befinden sich 
dann im Oleichgewicht, 
und AF ist deshalb die 
Besultante von AE und 
AO. F mufs deshalb auf 
der Diagonale des durch 
AG und AE bestimmten ^ ^ 

Parallelogramms liegen. Daraus folgt AE = CJr= DA. 
Die Besultante ist also an Gröfse gleich der Diagonale des 
Parallelogramms der Kräfte. 

Die Kräfte seien P und Q, die Besultante R und 
man wähle eine positive Umdrehungsrichtung in der 
Ebene. Zufolge bekannter Formeln hat man dann: 
i22 = p« + Q2 + 2PQ cos (PQ), 

R _ P _ Q \ (2) 

sin(PQ) sin(BQ) sin(PÄ)' 

Ist z (PQ) ein Bechter, so ist 

Ä2 = P2+Q2; P = Pcos(PP); g = ficos(QP). (3) 

15. Polygon der Kräfte. Wenn mehrere Kräfte ^5, 
AG, AD... in einem Punkte A angreifen, so kann man 
zuerst zwei derselben zusammen- 
setzen, darauf die Besultante die- 
ser und eine dritte u. s. w. Das 
geschieht, indem mzxL BF^AC, 
FO ^ AD . . . zieht ; gelangt man 
dadurch zuletzt zum Punkte H, 
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so ist AH die gesuchte Resultante. Fällt H auf ^4 , so 
ist die Besultante gleich Null. 

Kräfte, welche in demselben Punkte an* 
greifen, befinden sich deshalb im Gleichgewicht, 
wenn das Polygon der Kräfte geschlossen ist, 
und umgekehrt. 

Als besonderer Fall ist zu beachten, dafs die Besul- 
tante dreier Kräfte Diagonale des durch die drei Kräfte 
bestimmten Parallelepipedons ist. 

16. Projiciert man A^ S, JP. . . auf eine beliebige 
Gerade in den Punkten A^^ B^^ ^i*"^ so ist 

^1^1 + B^F^ + . . . + H^Ai = 0. 

Befinden sich beliebig viele in einem Punkte 
angreifende Kräfte im Gleichgewicht, so ist die 
Summe der Projectionen der Kräfte auf eine be- 
liebige Gerade gleich Null. 

Ist die Summe der Projectionen gleich Null, so mufs 
andererseits H auf A fallen, sobald die Gerade, auf welche 
man projiciert, nicht senkrecht auf AH ist. Da nun eine 
Gerade nicht senkrecht auf drei von einem Punkte aus- 
laufenden Geraden stehen kann, welche nicht in derselben 
Ebene liegen, so müssen die Kräfte im Gleich- 
gewicht sein, sobald ihre Projectionen auf die 
drei Axen eines recht- oder schiefwinkligen 
Coordinatensystemes die Summe Null haben. 

Bezeichnet man die Kräfte mit P, die Winkel, welche 
dieselben mit den Axen bilden, mit a, ß und y^ und 
unterscheidet man die verschiedenen Kräfte durch Indices, 
so werden die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 
für das Gleichgewicht: 
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Pi cos «1 + Pg cos «2 4- . . . = 0, 
Pi cos/9i + Pa cos /9g + . . . = 0, ^ (4) 

Pi cos T'i + Pg cos 7^2 + • • • = 0. 
17. Es sei im besonderen ein rechtwinkliges Coordi- 
natensystem mit dem Anfangspunkte A gegeben. Jede 
Kraft AB läfst sich in drei andere zerlegen, welche der 
Richtung nach mit den Axen zusammenfallen und die 
Kanten eines rechtwinkligen Parallelepipedons werden, 
dessen Diagonale AB ist. P wird dadurch in die drei 
Componenten 

• Pcosa, Pcosy9, Pcos;' 
zerlegt. 

Zerlegt man alle Kräfte auf diese Weise, und setzt 
diejenigen zusammen, welche auf dieselbe Axe fallen, so 
erhält man die gegebenen Kräfte ersetzt durch drei Kräfte, 
welche ihrer Richtung nach mit den Axen zusammenfallen, 
nämlich 

A = I'Pcosa, B = i;P cos ß, C = 2'Pcosr; (5) 
diese lassen sich wieder zu einer Resultante R zusammen- 
setzen, welche Diagonale in dem durch A, B und C be- 
stimmten Parallelepipedon ist, und welche also ihrer Gröfse 
und Richtung nach bestimmt wird durch 

B = ]/A^+B^ + ü^; cosa = ~; cosÄ = ^; cosc-«~, (6) 

wo a, b und o die Winkel bedeuten, welche die Resultante 
mit den Axen bildet. Sind die Kräfte im Gleichgewicht, 
so mufs R = sein ; daraus folgt A=0, B = 0, == 0, 
und zwar sind dies dieselben Bedingungen, welche oben 
gefunden wurden. Die drei letzten Gleichungen (6) zeigen, 
dafs die Frojection der Resultante auf eine be- 
liebige Gerade gleich der Summe der Frojec- 
tionen der Componenten auf dieselbe Gerade ist. 
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Quadriert und addiert man die drei Gleichungen (5), 
und beachtet man, dafs far ein rechtwinkliges System 
cos*fl^ + cos*^p+co8*;> = 1; 
cos ap cos oq + cos ßp cos ßq^ + cos ;> cos Xq = cos (Pp Pg), 
so erhält man 

Ä« = SPp^ +2 2PpPq cos (PpPq). (7) 



Anwendungen. 

1. Ein Gewicht P von einem Kilogramm hängt an 
einem Faden; von einem Funkte C dieses Fadens gehen 
zwei Fäden von der Länge 3 und 4 an die beiden festen 
Punkte A und B^ welche auf derselben Horizontalen in 
einem Abstände 5 von einander liegen. Man bestimme 
die Spannungen der Fäden. 

Auf den Punkt C wirken drei Kräfte, welche sich 
gegenseitig das Gleichgewicht halten, und deren Gröfse die 
Spannungen der drei Fäden sind. z. AGB ist ein Rechter, 
CB und CA bilden mit der Senkrechten Winkel, deren 
sin. beziehungsweise 0,8 und 0,6 sind ; man hat also, wenn 
man die beiden Spannungen mit X und Y bezeichnet: 

XiTiP = 3:4:5. 
Die Spannung von CB ist deshalb gleich 0,6 kg, die von 
CA gleich 0,8 kg. 

2. In einem Dreieck ABC ist der Durchschnitts- 
punkt der Medianen (Schwerpunktstransversalen); beweise, 
dafs die drei Kräfte CA, OB und OC sich im Gleich- 
gewicht befinden. 

3. Ein Punkt wird von den einzelnen Elementen 
eines dünnen Stabes AB mit einer Kraft angezogen, welche 
der Länge des Elements direct und dem Quadrate des 
Abstandes desselben umgekehrt proportional ist. Ein Kreis- 
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bogen mit dem Mittelpunkte berührt i4£ und wird be- 
grenzt von OA und 0B\ die Elemente des Bogens wirken 
anziehend auf nach denselben Gesetzen wie AB. Be- 
weise, dafs der Bogen und AB gleiche Anziehung auf O 
ausüben. 

Zwei durch gehende Gerade, welche einen unend- 
lich kleinen Winkel dO mit einander bilden, mögen aus 
dem Stabe und dem Bogen die Elemente ds und dJf heraus- 
schneiden, deren Abstände von beziehlich r und a sind. 
Die Anziehungen, welche diese Elemente ausüben, sind 
dann, wenn K eine Constante bedeutet, beziehungsweise 

K.ds . K.db 
— ^und— ^; 

diese sind gleich grofs, denn db »» add^ und wenn man 
auf doppelte Weise den Inhalt des kleinen Dreiecks mit 
der Grundlinie ds ausdrückt, so erhält man r^d0 = ad8. 
Da also die beiden Elemente Anziehungen von gleicher 
Gröfse ausüben, so mufs auch der ganze Bogen dieselbe 
Anziehung ausüben wie AB. 

4. Die von dem Mittelpunkte des umbeschriebenen 
Kreises auf die Dreiecksseiten gefällten Senkrechten stellen 
Kräfte dar, welche im Kreismittelpunkte angreifen. Man 
bestimme die Resultante dieser Kräfte. 

5. Die Besultante zweier Kräfte beträgt 20 kg; die 
eine Kraft ist gleich 10 kg, und die andere bildet mit 
der Besultante einen Winkel von 30^. Man bestimme die 
andere Kraft und den Winkel, welchen die Componenten 
einschliefsen. 

6. Drei Kräfte wirken in der Richtung der Höhen 
eines Dreiecks (gegen die Eckpunkte) und sind den zu- 
gehörigen Grundlinien proportional. Beweise, dafs sich die 
drei Kräfte im Gleichgewicht befinden. 
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7. Die eine von zwei Kräften ist abgetragen zugleich 
mit der Richtung der Resultante. Welches ist der geome- 
trischer Ort für den Endpunkt der anderen Kraft? 

8. Ein Massentheilchen vom Gewichte O ist an 
einem Faden von der Länge l aufgehängt. Dasselbe wird 
von einem senkrecht durch den Aufhängungspunkt ge- 
henden Stabe mit einer Kraft abgestofsen, welche dem 
Abstände von dem Stabe umgekehrt proportional ist, und 
welche gleich O ist, wenn der Abstand l ist. Bestimme 
die Gleichgewichtslage und die Spannung des Fadens. 

9. Drei Kräfte werden durch drei aufeinander senk- 
rechte Sehnen repräsentiert, welche von demselben Punkte 
einer Kugelfiäche auslaufen. Beweise, dafs die Resultante 
durch den. Kugelmittelpunkt geht. ^<.,^ 

10. Ein Massentheilchen vom Gewichte O ist mittels 
eines Fadens von der Länge l an einen festen Punkt A 
aufgehängt und wird von einem anderen Punkte £, der 
sich in derselben Höhe wie A befindet, mit einer ge- 
gebenen Kraft K angezogen. Bestimme die Gleichgewichts- 
lage und die Spannung des Fadens, wenn AB =« a. 

11. Ein Massentheilchen wird von den Eckpunkten 
eines Dreiecks mit Kräften angezogen, welche dem Ab- 
stände proportional sind. Bestimme die Gleichgewichtslage. 

Kräfte, welche auf einen gebundenen Punkt 

wirken. 

18. Man isagt, ein Funkt sei an eine Fläche ge- 
bunden, wenn derselbe sich nur in der Fläche bewegen, 
aber sich nicht aus derselben entfernen kann. Ein solcher 
Punkt kann unter der Einwirkung einer äufseren Kraft 
stehen und sich doch in Ruhe befinden. Die Erfahrung 
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zeigt, dafs, wenn dies stattfinden soll, die Kraftricbtang 
sich um so mehr der Normalen auf die Fläche nähern 
mufs, je härter und glatter die Fläche ist. Unter einer 
glatten Fläche ist deshalb eine solche zu verstehen, 
welche nur die Wirkung von Kräften aufhebt, welche nor- 
mal zur Fläche gerichtet sind; dabei wird vorausgesetzt, 
dafs die Fläche hinreichend hart ist, um die Wirkung 
einer jeden solchen Kraft aufzuheben. Die Fläche wirkt 
dann wie eine Kraft, welche normal zur Fläche gerichtet 
ist, und welche gleich (und entgegengesetzt) der normalen 
äufseren Kraft ist, welche sie aufhebt (Gleichheit von Wir- 
kung und Gegenwirkung, Action und Reaction). Fügt 
man eine solche Kraft (die Reaction der Fläche) hinzu, so 
kann '^ i sich die Fläche als nicht vorhanden denken 
und den Punkt als frei betrachten. 

Eine beliebige Kraft, welche auf den Punkt wirkt, 
läfst sich in zwei andere zerlegen, von denen die eine die 
Richtung der Normalen hat, während die andere in die 
Tangentialebene fällt; die erstere, der Druck des Punktes 
auf die Fläche, wird durch die Reaction aufgehoben, 
während sich der Wirkung der anderen nichts entgegen- 
stellt; soll der Punkt in Ruhe bleiben, so mufs diese 
Componente Null sein. 

Die Gleichgewichtsbedingung für einen an 
eine glatte Fläche gebundenen Punkt ist des- 
halb die, dafs die Resultante aller auf den 
Punkt wirkenden Kräfte normal zur Fläche 
gerichtet ist. Dies findet statt, sobald die Summe der 
Projectionen der Kräfte auf zwei Richtungen in der Tan-, 
gentialebene Null ist. Wünscht man nur die Gleich- 
gewichtsbedingungen zu bestimmen, so braucht man also 
nur auf zwei solche Richtungen zu projicieren; will man 
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zi^leieli di« Beactkui bestimiB« 
auf die Nonnale. 

n. Um die BedingoDgeD 

lytisch anszDdrückeD, denke tnai 
S der äufseren Kräfte die mi 
winkligen Coordinatensystems zi 
neoten X, Y nnd Z habe. Ist 
u = 0, so drücken die Gleichnn 
^ = — = 

aas, dals die Bichtongacoss. der 
male proportional sind, d. b. d: 
Normalen zosammeofällt. Die 
die GleicbgewicbtsbediDgnngeD t 
Kr^e gegeben sind, in Verbindi 
Fläcbe die Coordinateo des Fant 
läge, wäbrend B den Druck bed 

Sobald sich der Pnnkt von 
einen Seite, wobi aber nach 
fernen kann, so murs za den Be 
gewicht die binzngefügt werden, 
der Seite gericbtet ist, nach wel 
entfernen kann. 

20. Ein Punkt kann auch 
banden sein; denkt man sieb di 
Kraft in zwei andere zerlegt, v 
Tangente, die andere in die N 
die letztere, der Druck auf die 
der Cnrve aufgehoben, wäbrenc 
ersteren nichts entgegenstellt. 

Die Bedingung des Gle: 
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an eine glatte Gurve gebundenen Punkt ist also 
die, dafs die Resultante der auf den Funkt wir- 
kenden äufseren Kräfte in der Normalebene der 
Curve liegt. Dies findet statt, sobald die Summe der 
Projectionen der Kräfte auf die Tangente gleich Null ist. 
Will man nur die Bedingungen des Gleichgewichts be- 
stimmen, so braucht man deshalb nur auf die Tangente 
zu projicieren, während man« um den Druck auf die Curve 
zu finden, zugleich auf zwei Richtungen in der Normal - 
ebene projicieren mufs. 

2t. Sind die Kräfte wie oben X, Y und Z, die 
Gleichungen der Curve w = 0, v = 0, so ist die Bedingung 
des Gleichgewichts 

Xdx + Ydy + Zdz = 0, (9) 

indem diese Gleichung ausdrückt, dafs die Resultante 
(deren Richtungscoss. proportional Z, Y und Z sind) senk- 
recht auf der Tangente steht (deren Richtungscoss. pro- 
portional dx^ dy und dz sind). Schafft man aus dieser 
Gleichung dx^ dy und dz mittels der Differentialgleichungen 
der Curve fort, so erhält man eine Gleichung, welche in 
Verbindung mit den Gleichungen der Curve die Coordina- 
ten des Angriffspunktes in seiner Gleichgewichtslage be- 
stimmt. 

22. Die vorangehende Darstellung war für materielle 
Flächen und Curven gedacht. Zufolge des aufgestellten 
Grundprincips V kann man indessen, wenn der Punkt auf 
Grund anderer Verbindungen eine Fläche oder Curve zum 
geometrischen Ort hat, sich die Verbindungen als nicht 
vorhanden denken und den geometrischen Ort als materiell 
betrachten. 

2* 
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Anwendungen. 

12. Ein Punkt vom Gewichte O ruht auf einer 
schiefen Ebene, welche mit der Horizontalebene einen 
Winkel v bildet. Das Gleichgewicht wird durch eine 
horizontale Kraft Q zustande gebracht; bestimme Q und 
den Druck auf die schiefe Ebene. 

Q mufs in der durch die Bichtung von O und die 
Beaction der schiefen Ebene bestimmten Ebene liegen. 
Die Bedingung des Gleichgewichts ist 

ö sin r «=» Q cos r, woraus Q == Oigv. 

Den Druck D erhält man durch Projection auf flie Nor- 
male der Ebene, 

D = <? cos t; + Q sin r == ö sec v. 

13. Ein kleiner Bing kann ohne Beibung auf einem 
Faden gleiten, dessen Enden befestigt sind. Auf den Ring 
wirkt eine Kraft P; bestimme die Bedingung für das 
Gleichgewicht und die Spannung des Fadens.' 

Der Faden kann ersetzt werden durch ein materielies 
Botationsellipsoid, dessen Brennpunkte die festen End- 
punkte des Fadens, und dessen eine Axe die Länge des 
Fadens. Die Kraft mufs normal zu dieser Fläche sein 
und deshalb den Winkel zwischen den Brennstrahlen (den 
Stücken des Fadens) halbieren. Da die Spannungen der 
beiden Fadenstücke und die Kraft sich im Gleichgewicht 
befinden, so sind die Spannungen gleich grofs. Projiciert 
man auf die Bichtung der Kraft, so erhält man 

p = 2Tcos|v, 

worin P die Kraft, T die Spannung und v den Winkel 
zwischen den Fadenstücken bedeutet. 
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14. Ein Punkt ist an eine Kreislinie mit dem Ra- 
dius a gebunden; jedes Bogenelement ds zieht den Punkt 

ds 
mit einer Kraft — an, wo r der Abstand des Elements 

r 

vom Punkte ist; bestimme den Druck. 

Auf Grund der symmetrischen Lage der Kräfte ist 
der Druck gegen den Kreismittelpunkt gerichtet. Der 
Punkt befindet sich also in jeder Lage im Gleichgewicht. 
Projiciert man auf die Richtung der Resultante £, so 
erhält man den Druck, wenn Z. {Er) = 0, 




= TT, 



15. Eine Kugel vom Gewichte O ruht auf zwei schiefen 
Ebenen von gegebenen Neigungen. Man bestimme die 
Drucke. (Das Gewicht der Kugel wird als im Kugel- 
mittelpunkt wirkend angenommen.) 

16. Ein Punkt vom Gewichte O wird auf einer 
glatten schiefen Ebene von der Neigung, v im Gleichgewicht 
gehalten durch eine* Kraft, welche in der schiefen Ebene 
liegt; bestimme die Kraft und den Druck. 

17. Eine Kugel vom Gewichte O ruht auf drei 
schiefen Ebenen, welche eine rechtwinklige körperliche 
Ecke bilden. Die Neigungen der schiefen Ebenen gegen 
die Horizontalebene sind gegeben. Bestimme die Drucke. 

18. Ein Punkt ist an eine Ellipse gebunden und 
wird von den Brennpunkten durch Kräfte angezogen, 
welche dem Quadrat der Entfernung umgekehrt propor- 
tional sind (dieselben sind 1 in der Entfernung 1). Be- 
stimme die Gleichgewichtslagen. 
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19. Auf einen Punkt, welcher an eine Kugelfläche 
gebunden ist, wirken Kräfte, welche durch drei auf ein- 
ander senkrechte Sehnen daigestellt werden, die von dem 
Punkte ausgehen. Beweise, dafSs der Punkt im Gleich- 
gewicht ist und bestimme den Druck. 

20. Ein dünner gewichtsloser Stab von der Länge l 
stützt seinen unteren Endpunkt gegen eine glatte verticale 
Wand und ruht auf einem festen -Punkte in der Ent- 
fernung a von der Wand, während der obere Endpunkt - 
des Stabes ein Gewicht O trägt. Bestimme den Winkel, 
welchen der Stab in der Gleichgewichtslage mit der Wand 
bildet. 

21. Zwei gewichtslose Punkte sind an zwei Stäbe 
in derselben Verticalebene gebunden, welche beide einen 
Winkel v mit der Senkrechten bilden. Dieselben sind 
durch einen Faden von der Länge l verbunden, welcher 
in seiner Mitte ein Gewicht G trägt. Bestimme die Gleich- 
gewichtslage und die Spannung. 

22. Zwei Punkte von demselben Gewichte G müssen 
immer in gleicher Höhe auf einem verticalen Kreisbogen 
(die concave Seite nach unten) bleiben. Dieselben sind 
durch einen Faden von gegebener Länge verbunden, der 
in seiner Mitte ein Gewicht 2 G trägt. Bestimme die 
Gleichgewichtslage und die Spannungen. 

23. Auf einem glatten unelastischen Faden kann sich 
ein kleiner Ring bewegen, der ein Gewicht tiägt. Wie 
bestimmt man die Gleichgewichtslage und die Spannung? 
Das Gewicht des Fadens und des Ringes ist als ver- 
schwindend klein anzunehmen. 

24. Ein Punkt ist an ein Ellipsoid gebunden und 
wird von den Endpunkten der gröfsten Axe durch Kräfte 
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im angezogen, welche dem Quadrate der Entfernung um- 
gekehrt proportional sind, und welche 1 sind in der Ent- 
fernung 1. Bestimme die Gleichgewichtslagen und den 
Druck auf die Fläche. 

25. Ein Massentheilchen vom Gewichte G ist an 
eiqe Parabel mit verticaler Axe (die Concavität nach oben) 
gebunden, und wird von der Axe mit einer Kraft ab- 
gestofsen, welche dem Abstände proportional ist und 
doppelt so grofs wie das Gewicht in einem Abstände gleich 
dem Parameter. Bestimme die Gleichgewichtslage und 
den Druck. 

26. Ein Punkt ^i auf einer Kreisp^ripherie wird von 
g, der Peripherie und von einer unendlichen Geraden, senk- 
recht auf. dem an A gezogenen Radius, angezogen. Die 
Gerade und der Kreis liegen in derselben Ebene auf ent- 
gegengesetzten Seiten von A, und bei beiden hat eine 
Länge 1 eine Masse //. Die Anziehung ist der Masse 
direct und dem Abstände umgekehrt proportional. Beweise, 
dafs der Punkt im Gleichgewicht ist. 

27. Ein schwerer Punkt ist an die Fläche xyz = a^ 
gebunden. Bestimme die Gleichgewichtslage, wenn die 
Ä-Axe senkrecht ist. 

28. Ein Massentheilchen vom Gewichte O ist an 
eine horizontale Kreislinie gebunden und wird von einem 
Punkte senkrecht über dem Kreismittelpunkte mit einer 
Kraft 2 O angezogen. Bestimme Gröfse und Bichtung 
des Drucks, wenn der Radius des Kreises r ist und 
die Höhe des Punktes über dem Kreismittelpunkte a 
beträgt. 

29. Von drei Kräften, welche sich gegenseitig das 
Gleichgewicht halten, ist die eine abgetragen, und von der 
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zweiten ist die Gröfse gegeben; bestimme den geometri- 
schen Ort für den Endpunkt der dritten. 

30. Bestimme die Gleichgewichtslage eines Punktes^ 
welcher von den drei Eckpunkten eines Dreiecks mit 
Kräften angezogen wird, welche durch die entsprechenden 
Medianen repräsentiert werden. 
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IS KAPITEL. 

Parallele Kräfte. 



Zusammensetzung der Kräfte. 

23. A und B seien zwei mit einander fest verbundene 
Punkte, in denen zwei parallele Kräfte angreifen, nämlich 
in A die Kraft P, in B die Kraft Q, In A und B füge 
man zwei gleiche 

F JE G 

und entgegenge- -"^ TT ^ 

setzte Kräfte AM / / . 

und BN hinzu. / M X 

F setzt sich mit 3f I/a Io • B ' ^N 

AM zu AC zu- .^"^ // ^ r7\ ^ 

sammen, Q mit / r / 

ÄiV zu 52>. Die / / / h 

Angriffspunkte ^- y 

von AC und ßZ> 

werden bis an ihren Durchschnittspunkt E verlegt. Dann 
läfst sich AO zerlegen in EF=AM und EK=^P, BD 
in EG «=- 5Ar und EH = Q. £F und EG heben sich 
gegenseitig auf, während EH und J^iT sich addieren, und 
auf solche Weise sind die beiden parallele Kräfte ersetzt 
durch die ihnen parallele Kraft P + ö- 

Nun bestimme man die Lage des Punktes 0, in 
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welchem die Resultante der parallelen Kräfte ^5 schneidet. 
Man hat 

^ ^^. OB m 
EO " P' EO "Ö" ' 

folglich AO.P = OB.Q, (10) 

wodurch die Lage des Punktes bestimmt ist. Der Be- 
weis gilt auch, wenn die parallelen Kräfte entgegengesetzte 
Richtungen haben (antiparallel sind), sobald man überein- 
kommt, solchen Kräften entgegengesetzte Vorzeichen zu 
geben. Nur in dem Falle, wo die antiparallelen Kräfte 
gleich grofs sind, gilt der Beweis nicht, da ^C und BD 
dann parallel werden. Dieser Fall wird später Berück- 
sichtigung finden. 

24. Ebenso wie beliebige Punkte der gegebenen Kräfte 
als Angriffspunkte betrachtet werden können, kann man 
auch jeden Punkt der Resultante als den Angriffspunkt 
derselben betrachten. Der Punkt spielt indessen eine 
besondere Rolle. Man sieht aus (10), dafs die Lage des- 
selben unabhängig von der Richtung der parallelen Kräfte 
ist. Dreht man P und Q xim A und 5, so dafs sie fort- 
fahren parallel zu sein, so wird deshalb ihre Resultante 
P -\- Q beständig durch gehen. Dieses Verhältnis hat 
besondere Bedeutung. Es seien z. B. die Gewichte P und 
Q aufgehängt an den Endpunkten eines Stabes AB^ von 
dessen Gewicht abgesehen werden kann und. der sich um 
einen festen Funkt dreht (ein mathematischer V7agebalken). 
Es wird vorausgesetzt, dafs Gleichgewicht stattfindet. Man 
kann den festen Punkt fortnehmen, wenn man dessen 
Reaction gegen den Stab einführt. Auf diesen wirkt dann 
diese Reaction, P + Q; die Bedingung für das Gleich- 
gewicht ist deshalb, dafs der feste Punkt in liegt, und 
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der Drack auf diesen Funkt wird gleich P-\-Q sein und 
dieselbe Richtung haben, wie P und Q. Dafs die Lage 
von von dieser Richtung unabhängig ist zeigt also, dafs 
das Gleichgewicht nicht gestört wird, wenn man den Stab 
um den festen Funkt dreht, da es offenbar gleichgültig 
ist, ob man den Stab oder die Kräfte dreht. 

25« Haben A und B, bezogen auf irgend ein Coordi- 
natensystem die Coordinaten x^, y^^ z^; a;^, y^) ^21 ^^ 
bestimmt man wie bekannt die Coordinaten $^ rj, C ^^^ 
Punktes durch die Gleichungen 

E$=Px,+ Qx^; Rri = Py^+Qy^\ RC=Pz,+ Qz^, 
worin Ä = P + e. 

Hat man eine beliebige Anzahl paralleler Kräfte, und ist 
eine davon Pk mit dem Angriffspunkte (xk, yt^ Zk), so 
erweitert -man diese Formeln leicht zu folgenden: 



i?f=^fta:*; Brj^IPkyit; RC=2PkZk. 

R = 2T.. • (^^^ 
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Das Frodukt aus einer Kraft und der Entfernung 
ihres Angriffspunktes von einer Ebene heifst das Moment 
der Kraft mit Beziehung auf die Ebene; bei 
parallelen Kräften ist also das Moment der 
Resultante mit Beziehung auf eine beliebige 
Ebene gleich der Summe der Momente derCom- 
ponenten mit Beziehung auf dieselbe Ebene. 
Anstatt der Entfernung von der Ebene kann man Linien 
nehmen, welche einer beliebig gewählten Geraden parallel 
sind. Liegen die Kräfte in derselben Ebene und wird 
diese zur a;y- Ebene genommen, so fallt die dritte Gleichung 
(11) fort, und die beiden ersten drücken aus, dafs das 
Moment der Resultante mit Beziehung auf eine beliebige 
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Gerade in der Ebene gleich der Summe der Momente der 
Componenten mit Beziehung auf dieselbe Gerade ist, und 
zeigen, dafs man den Angriffspunkt durch Anwendung^ 
dieses Satzes auf zwei nicht parallele Gerade in der Ebene 
bestimmen kann. 

26. Der Angriffspunkt der Resultante paralleler Kräffce- 
heifst der Mittelpunkt (Centrum) der parallelen Kräfte. 
Dieser Punkt ist, wie gezeigt wurde, unabhängig von der 
Richtung der Kräfte. Beabsichtigt man keine Drehung der 
Kräfte, so hat man nur nöthig einen beliebigen Punkt der 
Resultante zu bestimmen; legt man dann die a;^- Ebene 
senkrecht zu den Kräften, so braucht man die dritte 
Qleichung (11) nicht. Liegen die Kräfte in derselben 
Ebene, so braucht man in demselben Falle nicht die zweite 
Gleichung, sobald man die aj-Axe senkrecht zu den Kräf- 
ten legt. Versteht man unter dem Moment einer Kraft 
mit Beziehung auf einen Punkt das Produkt. aus der Kraft 
und ihrer Entfernung vom Punkte (beide Faktoren mit 
Vorzeichen genommen), so drückt die erste Gleichung aus, 
dafs das Moment der Resultante mit Beziehung auf einen 
beliebigen Punkt in der Ebene gleich der Summe der 
Momente der Componenten mit Beziehung auf denselben 
Punkt ist; später wird gezeigt werden, dafs der Satz in 
dieser Form für beliebige Kräfte in der Ebene gilt. 

27. Es wurde oben gezeigt, dafs die Methode für die 
Zusammensetzung von zwei parallelen Kräften unbrauchbar 
wird, wenn die Kräfte gleich grofs mit entgegengesetzten 
Vorzeichen sind. Man sieht auch leicht, dafs zwei solche 
Kräfte nicht durch eine einzelne Kraft ins Gleichgewicht 
gebracht werden können, da eine solche durch Zusammen- 
setzung mit der einen niemals eine Resultante geben kann. 
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welche die andere aufhebt. Wendet man die gefundenen For- 
meln auf zwei solche Kräfte an, so erhält man eine Resultante, 
welche gleich Null ist, aber in unendlicher Entfernung 
liegt. Man kann deshalb die gefundenen Formeln in allen 
Fällen brauchen, wenn man festhält, dafs eine unendlich 
ferne Resultante Null darauf hinweist, dafs das System von 
Kräften sich auf zwei reduciert, welche gleich grofs und 
entgegengesetzt gerichtet sind. 



Bedingungen des Gleichgewiclits für parallele 

Kräfte. 

28. Eine nothwendige Gleicbgewichtsbedingung für 
parallele Kräfte ist R = oder UPt == 0. Diese Be- 
dingung ist indessen nicht ausreichend, da man, wenn sie 
erfüllt ist, in der Regel unendliche Coordinaten für den 
Angriffspunkt erhält. 

Ist die Summe der Kräfte gleich Null, so kann man 
sie alle mit Ausnahme von P^ zusammenfassen; man er- 
hält dann eine Resultante — P^, deren Angriffspunkt be- 
stimmt wird durch 






(12) 



Das System ist dadurch reduciert auf die beiden Kräfte 
Pj mit dem Angriffspunkte (x^^ y^, z^) und — P^ mit 
dem Angriffspunkte (f, tj, C)* Diese beiden Kräfte halten 
sich nur das Gleichgewicht, sobald sie in dieselbe Gerade 
fallen, also sobald die Gerade, welche (x^^ y^, z^) mit 
(^1 7i verbindet, den Kräften parallel ist; bildet diese 
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mit deD Äxen des rechtwinkligen Coordinatensystems die 
Winkel a, ß und 7-, so ist die Bedingung hierfür 

cos a cos ß cos T' ' 

so dafs die Bedingungen des Gleichgewichts sind (12): 

cos« cosyS cos;' 
Soli das Gleichgewicht so sein, dafs es nicht gestört wird, 
wenn die Kräfte um ihre Angriffspunkte gedreht werden, 
so müssen die Punkte (xy^, y^, a^) und (f, gj, C) zusammen- 
fallen; die Bedingungen des Gleichgewichts sind dann 

2Ta: = 0; 2*^^ = 0; i^P^^O; ^P — O. (14) 

Für parallele Kräfte in derselben Ebene sind die 
Bedingungen des Gleichgewichts, dafs die Summe der 
Kräfte gleich Null ist, und dafs ihre Momente mit Be- 
ziehung auf einen beliebigen Punkt in der Ebene zur 
Summe Null haben. 



Anwendungen. 

31. Ein dünner Stab trägt in den Punkten Ä^ B, C 
beziehungsweise die Gewichte 2, 3, 4. In welchem 
Punkte mufs der Stab unterstützt werden, um im 
Gleichgewicht zu sein, und wie grofs wird der Druck 
in 0? 

Der Druck wird 2 + 3 + 4 = 9, und wird, indem 
man die Momente mit Beziehung auf 2I nimmt, bestimmt 
durch die Gleichung 

9.A0 = S.AB + ^.AÜ. 

32. Bestimme den Mittelpunkt für drei gleich grofse 
parallele Kräfte P, welche in den Punkten A^ B und C 
angreifen. 
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P in 5 und P in werden zu 2 P im Mittelpunkt 
von BC zusammengesetzt, und 2 P wird wieder mit P in 
^ zu 3 P im Dnrchschnittspunkte der Medianen des 
Dreiecks ABC zusammengesetzt. 

33. Bestimme den Mittelpunkt für vier gleich grofse 
parallele Kräfte, welche in den Eckpunkten einer drei* 
seitigen Pyramide angreifen. 

34. Ein dreieckiger dreibeiniger Tisch hat das Ge- 
wicht O und die Seiten 3, 4 und 5. Wie grofs ist der 
Druck auf jedes Bein, wenn man das Gewicht des Tisches 
im Schwerpunkt des Dreiecks vereinigt denkt? 

35. Eine unendliche Reihe kleiner Kugeln, von 
welchen jede folgende halb so viel wiegt wie die vorher- 
gehende, sind auf einer gewichtslosen Stange so angebracht, 
dafs der Abstand von je zwei auf einander folgenden a 
beträgt. Wo mufs die Stange unterstützt werden, um im 
Gleichgewicht zu sein? 

36. Von einem Stabe von der Länge a hat ein 
Element da das Gewicht kxds^ wo k eine gegebene Zahl 
und X der Abstand des Elements von dem einen End- 
punkt des Stabes. Wo mufs der Stab unterstützt werden, 
um im Gleichgewicht zu sein, und wie grofs ist der Druck 
auf den Unterstützungspunkt? 

37. Beweise , dafs eine dünne dreieckige Platte 
von gleichartigem Material und überall von derselben 
unendlich kleinen Dicke im Gleichgewicht ist, wenn man 
dieselbe im Durchschnittspunkte der Medianen unter- 
stützt. 

38. Vier parallele Kräfte haben die Gröfsen 1, 2, 
— 3 und 4, und die Angriffspunkte (0, 0, 0), (1, 2, 3), 
(3, 2, 1) und (4, 1, 1). Bestimme die Gröfse und den 
Angriffspunkt der Resultante. 



32 



39. In den Eckpunkten eines Tetraeders greifen 
parallele Krärte an, welche den Flächeninhalten der gegen- 
überliegenden Seitenflächen proportional sind; beweise, dafs 
ihr Mittelpunkt in den Mittelpunkt der einbeschriebenen 
Kugel fällt. 

40. Um eine Kugel ist ein Polyeder beschrieben, 
und in den Berührungspunkten sind parallele Kräfte an- 
gebracht, welche den Flächeninhalten der entsprechenden 
Seitenflächen proportional sind. Beweise, dafs der Mittel- 
punkt der parallelen Kräfte in den Mittelpunkt der Kugel 
fällt. 
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DEETTES KAPITEL. 

Der Schwerpunkt. 



Masse, DicMigkeit. 

20« Ein Körper heifst homogoD, wenn zwischen 
coDgruenten Theilen desselben kein anderer Unterschied 
als der der Lage existiert; im entgegengesetzten Falle 
heifst er heterogen. 

Nach dem, was oben über die Wirkung der Schwer- 
kraft gesagt ist, folgt, dafs gleich grofse Volumina eines 
homogenen Körpers dasselbe Gewicht haben. Bei ver- 
schiedenen homogenen Körpern hängt das Gewicht eines 
gegebenen Volumens von der Natur des Körpers ab. Das 
Gewicht der Volumeneinheit eines Körpers heifst das 
specifische Gewicht desselben. Wasser hat also im 
Zustande seiner gröfsten Dichtigkeit das specifische Ge- 
wicht 1. 

Würde ein Körper zusammengeprefst, so dafs sein 
Volumen halb so grofs würde, so würde sein Gewicht un- 
verändert bleiben, aber sein specifisches Gewicht doppelt 
so grofs werden. Man sagt deshalb, dafs die Masse, 
welche sich in einem gewissen Volumen befindet, mit dem 
specifischen Gewichte wächst. Als Mafs für die Masse 
eines Körpers kann man deshalb sein Gewicht oder eine 
diesem proportionale Grofse nehmen. Ist p das Gewicht 

3 
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eines Körpers, m seine Masse, so setzt man in Wirk- 
lichkeit 

p = gm, (15) 

wo g eine constante Zahl bedeutet, deren Bestimmung 
später besprochen werden wird*). 

Die Masse, welche sich in der Volumeneinheit be- 
findet, heifst die Dichtigkeit; bezeichnet man die 
Dichtigkeit mit p, das specifische Gewicht mit o), das 
Volumen mit v, so hat man also 

ü)=gp; m = pv; p^^gpv. (16) 

30« Während das Verhältnis zwischen Masse und 
Volumen bei homogenen Körper constant und gleich der 
Dichtigkeit ist, bleibt dasselbe bei heterogenen Körpern 
nicht constant, sondern giebt für jeden Theil des Körpers 
dessen sogenannte mittlere Dichtigkeit an. Läfst man den 
betrachteten kleinen Theil des Körpers nach Null hin ab- 
nehmen, so nähert das Verhältnis sich einem gewissen 
Grenzwerth; dieser heifst die Dichtigkeit des Körpers in 
dem betrachteten Funkt; man hat also: 

Das letzte Integral ist im allgemeinen dreifach und wird 
auf alle Theile des Körpers ausgedehnt. 

Beispiel 1. Eine Kugel vom Badius a besteht aus 
concentrischen homogenen Schalen. Im Abstände 1 vom 
Mittelpunkte ist die Dichtigkeit gleich 1, und im übrigen 
ist dieselbe dem Abstände vom Mittelpunkte proportional. 
Bestimme die Masse der Kugel. 

Eine Kugelschale mit dem Badius r und der Dicke 



*') Ist das Meter die LäDgeDeinheit, so ist g = 9,80896 .... 
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dr hat das Volumen Anr^dr^ die Dichtigkeit r, also die 
Masse Anr^dr^ man hat dann 






Beispiel 2. In einem rechtwinkligen Parallelepipedon 
mit den Kanten 2a ^ 21 und 2c ist die Dichtigkeit 1 im 
Abstände 1 vom Mittelpunkte, und verhält sich im übrigen 
"Wie die Quadrate der Abstände der Punkte vom Mittel- 
punkte; bestimme die Masse. 

Nimmt man den Mittelpunkt zum Anfangspunkt und 
legt dieAxen den Kanten parallel, so wird die Dichtigkeit 
in (x, y, z) ausgedrückt durch «^ + y* + z'^ ; die Masse 
des Kaumelements ist also (x^ -\-y^ -\- z^)dxdydz und 
folglich 

m=\ \ \{x'^+y^-\-z^)dxdydz = ^abc(a^-\-b'''\'C''). 



Bestimmung des Scbwerpuiikts. 

31. Die Schwerkraft wirkt auf jeden Theil eines Kör- 
pers und verleiht dem Raumelement dv ein Gewicht gpdv, 
jeder Punkt (Xy y, z) eines Körpers ist also Angriffspunkt 
für eine senkrechte Kraft von dieser Gröfse; die Momente 
dieser Kraft mit Beziehung auf die Coordinatenebenen sind : 

gpxdv ; gpydv ; gpzdv, 
während die Summe der Kräfte das Gewicht des ganzen 
Körpers darstellt: 

Der Mittelpunkt für die unendlich vielen unendlich kleinen 
parallelen Kräfte heifst der Schwerpunkt des Körpers; 
dieser Funkt ist unabhängig von der Lage des Körpers» 
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denn man kann die Kräfte um ihre Angrififspunkte bis in 
neue parallele Lagen drehen, ohne dafs der Mittelpunkt 
verschoben wird. Zufolge (11) werden die Coordinaten des 
Schwerpunkts bestimmt durch: 

_ \pxdv \pydv \pzdv 

^ ~ \pdv ' ^ \pdv' ^~ \pdv ' ^^^^ 

da der constante Faktor g durch Verkürzung fortfallt. Ist 
der Körper homogen, so kann man durch p verkürzen, 
und man erhält wie man sagt den Schwerpunkt des geome- 
trischen Körpers bestimmt durch: 

\xdv \ydv \zdv 

C = y ; 3y == y ; »* = y 1 (19) 

worin V das Volumen bedeutet. 

Man spricht auch von dem Schwerpunkt einer Fläche ; 

man fafst dann die Fläche als einen Körper von sehr 

kleiner constanter Dicke auf und erhält dann, wenn das 

Flächenelement df ist, 

\xdf \ydf \zdf 

f=.L_Z; , = J^; C=4^, (20) 

worin F den Inhalt der ganzen Fläche bedeutet. Man 

kann sich im übrigen auch die Dicke oder Dichtigkeit in 

den verschiedenen Punkten der Fläche veränderlich denken ; 

man sieht leicht, welche Änderung die Formeln dadurch 

erfahren. 

Auf ähnliche Weise spricht man vom Schwerpunkt 

einer Linie; bezeichnet man das Linienelement mit da^ 

die ganze Länge der gegebenen Linie mit i, so erhält 

man: 

\xds [yds {zds 

^-L^ "l-L^ ^=L- (21) 

Es sollen nun einige Anwendungen dieser Formeln 
folgen. 
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32. Schwerpunkt eines Kreisbogens. Der Badius 
sei a, der CentriwiDkel 2u. Man lege den Anfangspunkt 
in den Ereismittelpunkt und die a;-Axe durch die Mitte 
des Bogens; wie leicht ersichtlich mufs d^r Schwerpunkt 
aaf diese Axe fallen, so dafs naan nur nöthig hat $ zu 
berechnen. Man hat nun, da a?=acos^, ds-^adO, 

^ -u g.2a8inM ah 

^~^~jr z z ~T' 

wo Tc die Sehne des Bogens bedeutet. 

33. Schwerpunkt einer Raumcurve. Eine Baumcurve 
werde auf die £cy- Ebene als die Parabel y^ =iax proji- 
ciert, auf die a?«-iEbene als eine Cycloide, welche durch 

.den Anfangspunkt geht, und deren Axe auf die a;-Axe fällt. 

Der Durchmesser des rollenden Kreises sei b; man hat 

dann : 

dz ^/b — X ^ dy \/ ^ 

dx ^ X ^ dx ^ x'* 
woraus 



rf* = 1/ dx, 

^ X 

Sucht man den Schwerpunkt des Bogens, dessen End- 
punkte durch x = o und x ==b bestimmt werden, so hat 

man i = 2l/(a + *)^i und also 

S& 

xdx\/^-^^^bV(^+W; f = y*5 




'0 



[v^V- 



2]/(a + J)J ^ == 2\l/aa;|/ ^-^ dx == 2bVa+b)a ; 7j=Vab; 



2V{^+b^:=X\/^^.dx = V^r+bV^; 



1 
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^dx _ 2eV^ — \2Vxdz = 2zV x — 2\]/b — xdx, 

wodurch 

21^C=2fj,/F-45V/*-; C=(|-|)^. 

34. Schwerpunkt eine9 Dreiecks. Theilt man das 
Dreieck durch Linien, welche der einen Seite parallel 
laufen, in Elemente, so erhält jedes von diesen seinen 
Schwerpunkt auf der Mediane ; der Schwerpunkt liegt also 
auf jeder Mediane und ist deshalb der Durchschnittspunkt 
derselben. 

Bringt man drei gleich grofse Gewichte in den Ecken 
des Dreiecks an, so erhalten diese denselben Schwerpunkt,, 
wie die Fläche des Dreiecks; zwei derselben können näm^ 
lieh zu einem auf der Mitte der einen Seite zusammen- 
gesetzt werden, und die Besultante von diesem und dem 
dritten hat ihren Angriffspunkt auf der Mediane (vergl. 
Beispiel 32). Ist jedes Gewicht gleich dem Flächeninhalt 
des Dreiecks, so wird die Besultante dreimal so grofs wie 
der Flächeninhalt. 

' 35. Schwerpunkt ein^ Vierecks. Das Viereck sei 
ABQDy und der Durchschnittspunkt der Diagonalen. 
\\i Ay B und denke man drei Gewichte gleich dem 
Dreieck ABG angebracht, in A, und D drei Gewichte 
gleich ABÜ\ die sechs Gewichte haben denselben Schwer- 
punkt wie das Viereck. Die Gewichte in B und D haben 
eine Resultante, welche gleich dem Flächeninhalt des 
Vierecks ist und in einem Funkte N auf BD angreift, so 
dafs BO==^ND. Die Gewichte in A und G haben eine 
Besultante, welche doppelt so grofs ist, wie der Flächen- 
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inlialt des Vierecks und in der Mitte M von AC angreift. 
Der Schwerpunkt T liegt also auf i/JV; so dafs TN= 2MT, 
und die Besultante in T ist dreimal so grofs wie der 
Flächeninhalt des Vierecks. 

Hieraus leitet man leicht folgende Construction f&r 
den Schwerpunkt des Trapezes ab: Man verlängere die 
parallelen Seiten des Trapezes nach entgegengesetzten 
Bichtungen und mache jede Verlängerung der einen Seite 
gleich der anderen Seite. Der Schwerpunkt liegt dann 
auf der Linie, welche die Endpunkte der Verlängerungen 
verbindet, und auf der Verbindungslinie der Mitten der 
parallelen Seiten. 

38. Kreisausschnitt. Man kann sich den Kreis- 
ausschnitt aus unendlich vielen Dreiecken zusammengesetzt 
denken, deren Spitzen im Ereismittelpunkte liegen, während 
die Grundlinien unendlich kleine Sehnen sind. Die Schwer- 
punkte dieser Dreiecke fallen sämtlich auf einen Bogen, 
dessen Radius | des gegebenen ist, und dessen Ereis- 
mittelpunkt und Centriwinkel mit denen des Ausschnitts 
zusammenfallen. Denkt man sich, dafs jedes Element 
dieses Bogens dasselbe Gewicht habe wie das kleine Dreieck, 
in welchem es liegt, so wird der Bogen homogen sein und 
sein Schwerpunkt mit dem des Ausschnitts zusammen- 
fallen. Dieser liegt also in einem Abstände vom Ereis- 
mittelpunkte 

_2^ ak 

^~ 3 -X' 

37. Schwerpunkt von Rotationsflächen. Eine Botations- 
fläche um die. a^-Axe, begrenzt von zwei Ebenen, die durch 
z^^a und z = b bestimmt sind, hat ihren Schwerpunkt 
in der Axe; nennt man ein Element der Meridiancurve in 
der (Ti?* Ebene da^ so wird das Element der Oberfläche 
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27Ü xds^ das Moment desselben mit Beziehung auf die 
0?^- Ebene 2nxzd8^ so dafs der Schwerpunkt bestimmt 
wird durch: 

Z\x^-de = \xz-j-az. 

Ja <IZ Ja äZ 

Ist z. B. die Parabel ic^ =^2» (jje Meridiancurve, so wird 
pds = Vp^ + Ax^dx^ also: 

pC\a;V^p~+"4ä2 da; = \x^ Vp'^ + 4aj2 dx u.s.w. 

38. Die Kugelfläohe. Es soll der Schwerpunkt für 
den Theil der Kugelfläche x"^ -\-y^ +z^ = a« bestimmt 
werden , welcher durch den Cylinder a:^ + y^ = oa. ab- 
geschnitten wird. Der Schwerpunkt mufs auf der os-Axe 
liegen. Das Oberflächenelement ist: 

^/-V' +(!)*+ (!)'<'«* =°-^^ 

oder, wenn man Polarcoordinaten in die ay- Ebene ein- 
führt : 

dA-i=. = \cos^dA-l!±=u.s.w. 

39. Schwerpunkt einer Pyramide. Der Inhalt der 
Grundfläche sei A, die Höhe h; ein der Grundfläche 
paralleler ebener Schnitt im Abstände x von der Spitze 
hat den Inhalt rj A ; dieser Schnitt und ein demselben 
paralleler in der Entfernung dx begrenzen eine Scheibe, 
deren Volumen -r^Adx, und deren Moment mit Beziehung 
auf die Grundfläche gleich dem Producte aus dem Volumen 



woraus 
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und h — X ist. Die Entfernung des Schwerpunktes von 
der Grundfläche ist dann: 



\x^(h — x)dx: \x^dx = -7-. 



Da die Schwerpunkte aller einzelnen Scheiben auf der 

Geraden liegen, welche die Spitze mit dem Schwerpunkt 

der Grundfläche verbindet, so. liegt der Schwerpunkt der 

Pyramide also auch auf dieser Linie; der Werth von f 

zeigt, dafs der Schwerpunkt diese Linie in zwei Abschnitte 

theilt, von denen der an der Spitze liegende dreimal so 

grofs ist wie der andere. Derselbe Funkt ist Schwerpunkt 

für vier gleich grofse Gewichte, welche in den Eckpunkten 

der Pyramide aufgehängt sind. Man sieht hieraus, dafs 

der Schwerpunkt die Mitte der Linien ist, welche die 

Mitten gegenüberstehender Kanten verbinden. 

• 
40. Schwerpunkt eines Ellipsoidensegments. Das 

Segment werde durch die Ebene P abgeschnitten. Schnitte, 
welche P parallel sind, schneiden dasEUipsoid in ähnlichen 
Ellipsen, deren Mittelpunkte auf demselben Durchmesser 
des EUipsoids liegen. Der Schwerpunkt des Segments liegt 
deshalb auch auf diesem Durchmesser; der Abstand z^ 
desselben vom Mittelpunkt des EUipsoids soll gesucht 
werden. 

Eine durch den Mittelpunkt des EUipsoids gelegte, 
der P parallele Ebene, sei die o;^- Ebene, der eben ge- 
nannte Durchmesser des EUipsoids sei die z-A^e eines 
schiefwinkligen Systems. Eine Ebene, parallel der P, 
schneidet das Ellipsoid 

^ , yl_, ^ = 1 

^2 "^ J2 "^ c« 

in einer Ellipse 
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Nennt man den Inhalt ides durch die a;y- Ebene bewirkten 
Schnittes A^ so wird der Inhalt dieser Ellipse 

und dadurch erhält man, wenn P die Gleichung z='h hat : 



SC /»c 

h 9Jh 



2c + h 



41. Volumen und Schwerpunkt eines Cylinderd. Es 

soll ein Cylinder betrachtet werden, dessen zar Seitenlinie 
normale Grundfläche in der a?y- Ebene liegt, während die 
andere Endfläche, welche mit der Grundfläche den Winkel 
V bildet, in der Ebene 

z = ax -^ by -{- c 
liegt. 'Als Anfangspunkt werde der Schwerpunkt der 
Grundfläche gewählt. V sei das Volumen des Cylinders, 
F der Inhalt der Grundfläche; man hat dann, wena dji 
das Element der Grundfläche ist, 

V = ^zdX, 

wo das Integral über die ganze Grundfläche ausgedehnt 
wird. Der Schwerpunkt der anderen Endfläche wird auf 
den Schwerpunkt der Grundfläche projiciert, da die Ele- 
mente der beiden Flächen nur durch den constanten Faktor 
secv verschieden sind. Die dritte Coordinate des Schwer- 
punkts der anderen Endfläche ist dann c, und man hat: 

cFsecv = {zsecvdX^ 

woraus 

V = cF, (22) 

Wird der Cylinder durch beide Endflächen schief abge- 
schnitten, so kann man denselben durch einen Normalschnitt 
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in zwei theilen, auf welche die gefundene Formel einzeln 
Anwendung findet; durch Addition erhält man dann: 

Das Volumen eines schief abgeschnittenen 
Cylinders (die Leitcurve beliebig) ist gleich dem 
Froducte aus dem Normalschnitte und der 
Linie, welche die Schwerpunkte der Endflächen 
verbindet. 

Der Satz gilt auch, wenn die beiden Endflächen sich 
schneiden, indem die Volumina der beiden keilförmigen 
Körper entgegengesetzte Vorzeichen bekommen. Fallen 
die Schwerpunkte der beiden Endflächen zusammen, so 
wird das Volumen gleich Nall, also die beiden keilförmigen 
Theile gleich grofs. 

Um den Schwerpunkt des Cylinders zu bestimmen, 
dessen eine Endfläche normal zur Erzeugenden (der Seiten- 
linie) ist, betrachte man das Baumelement zdX. Die 
Momente desselben mit Beziehung auf die Coordinaten- 
ebenen sind beziehungsweise: 

xzdX^ yzdX^ ^z^dX; 
man hat also, wenn man die Integrale für die ganze 
Grundfläche nimmt: 

$izdi == ixzdX', Tj^zdX == iyzdX; ^{zdX = ^iz^dL 

Setzt man hierin z = ax + by-j-c ein, und beachtet 
iH^tfii, dafs man den Schwerpunkt der Grundfläche im 
Anfangspunkt hat, also 

[xdX = 0, [ydX = 0, 

so erhält man: 

fcF= a[x^dX + b{xydX, 

rjcF ^ aixydk-^-b^i/^dX, 
(^cF=^\a^\x^ dl + ab\xydX + kbAy'^dX + Je« F. 
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Die Integrale sind abhängig von Gröfise und Gestalt 
der Grundfläche; man nehme an, dals die Axen in der 
Grundfläche so gewählt sind, dafs ix^dX =» 0, was, wie 

später gezeigt werden wird, immer möglich ist; setzt man 
non ix^dX = B, {y^dX = A, so hat man: 

ecF = aB; 7jcF=bA; 2CcF = a^B '\-b^A + c^F. 
Denkt man sich a und b veränderlich, während c constant 
ist, so wird sich das Volumen cF des Cylinders nicht 
ändern; den geometrischen Ort für die Schwerpunkte der 
schief abgeschnittenen Cylinder mit constantem Volumen 
erhält man dann durch Elimination von a und b; man 
erhält : 

cF B'^A' 

so dafs der geometrische Ort ein Paraboloid ist, welches 
auch die Leitlinie des Cylinders sein möge. 

Die Guldinsche Begeh 

42. Dreht sich eine ebene Curve um eine 
Gerade in der Ebene der Curve, so beschreibt 
dieselbe eine Rotationsfläche, deren Inhalt 
gleich dem Froducte aus der Länge der Curve 
und dem von ihrem Schwerpunkte durchlaufenen 
VSTege ist. 

Nimmt man die ümdrebungsaxe zur a;-Axe, so be- 
stimmt man die Ordinate des Schwerpunkts der Curve 
durch 

t/i^ = Jy^*» 

worin L die Länge der Curve ist; das Integral wird auf 
die ganze Curve ausgedehnt. Der Inhalt der Rotations- 
fläche ergiebt sich als 

A = 27t^yds = 27cy^L. 
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43. Das Volumen eines von einer ebenen 
Figur durch Umdrehung u-m eine in der Ebene 
derFigur liegende Axe beschriebenenBotations- 
körpers ist gleich dem Producte aus dem Inhalt 
der Figur und dem von ihrem Schwerpunkt 
durchlaufenen Wege. 

Legt man die 2;- Axe wie oben, so hat man: 



['-^(y 



worin A den Flächeninhalt, (y 1 — ^2)^0; das Flächen- 
element und ^' ^ ^' die Ordinate des Schwerpunktes des 
Elements bedeutet. Im übrigen hat man für das Volumen 
des Rotationskörpers: 

V = 7t^{yi^'-y2^)dx = 2;ryM. 

Man sieht leicht, dafs die beiden bewiesenen Sätze 
gelten, selbst wenn der Schwerpunkt nur einen Theil der 
Ereisperipherie beschreibt. Sobald die Figur sich so be- 
wegt, dafs ihre Ebene beständig normal zn einer gewissen 
ebenen Curve ist, welche die Figur beständig in demselben 
Punkte schneidet und allen den Curven parallel ist, welche 
die Punkte der Figur beschreiben, so werden die obigen 
Sätze für jeden unendlich kleinen Theil der Bewegung 
gelten, und folglich wird das beschriebene Volumen (Fläche) 
gleich dem Producte aus dem Flächeninhalt der Figur 
(Länge der Curve) und dem vom Schwerpunkt durch- 
laufenen Wege sein. 

Anwendungen. 

41. Ein Punkt wird von einem System von n Punkten 
mit Kräften angezogen, welche dem Abstände proportional 
sind. Beweise, dafs die Resultante durch den Schwerpunkt 
des Systems geht. 
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Man \vähle diesen Punkt zum Anfangspunkt; ist einer 
von den anziehenden Punkten (xp, t/p, Zp\ während (ce, ^, z) 
der angezogene Punkt ist, so ist die Gomponente nach 
der a;-Axe k{xp — a?), also 

X *=* k2(xp^ x) = — hnxy 
da 2xp = 0. Die übrigen Componenten sind — hny und 
— knz. Die Resultante geht deshalb durch den Schwer- 
punkt und ist gleich dem Producte aus dem Abstände des 
angezogenen Punkts von diesem und kn. Der bewiesene 
Satz kann deshalb auch folgendermafsen ausgedrückt wer- 
den: Wenn die Anziehung proportional dem Abstände ist, 
so wird ein Körper so angezogen, als ob seine ganze Masse 
in seinem Schwerpunkte vereinigt wäre. 

42. Quadriert und addiert man die drei Gleichungen, 
welche den Schwerpunkt eines Systemes ,von Punkten mit 
den Massen m^, m^ . . . . bestimmen, so erhält man 
(vergl. (11)): 

M^R^ = Ump^pp'^ + 2 I!7npmq{XppCq-\' ypyq -\- ZpZq), 
wo M die vereinigten Massen, R den Abstand des Schwer- 
punkts vom Anfangspunkte, und ^i, />2 .... die Ab- 
slände der einzelnen Punkte vom Anfangspunkt bedeuten. 
Nun ist, wenn man mit Vp^q den Abstand zwischen mp und 
niq bezeichnet, 

folglich : 

2 l7np7nq{x^q-{- ypyq + ZpZ^ 

= 2mpmq(pp^ '\' p^) — SmpmqYp^^^ 
und deshalb 
jlf 2 JJ2 = Smp^pp^ 4" 2ii^p^q(pp^ + pq^) — ZfnprHqrp^q'^ 

= MUrUppp^ — Zmpmqrp^q^^ 

woraus hervorgeht, dafs 2nip^ constant ist, wenn der 
Anfangspunkt eine Kugel um den Schwerpunkt als Mittel- 
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pnnkt beschreibt, und ein Minimum, wenn der Schwer- 
punkt als Anfangspunkt gewählt wird. 

43. Ein Flächenstück wird von einer Parabel und 
einer auf der Axe senkrechten Sehne begrenzt. Bestimme 
den Schwerpunkt. 

44. Beweise, dafs der Schwerpunkt des Umfanges 
eines Dreiecks der Mittelpunkt des Kreises ist, welcher 
sich in das Dreieck beschreiben läfst, dessen Eckpunkte die 
Mitten der Seiten des gegebenen Dreiecks sind. 

45. Bestimme den Schwerpunkt für die Bogenlänge 
und für die Fläche einer Cykloide. 

46. Bestimme Oberfläche und Volumen des Körpers, 
welcher von einem Kreise beschrieben wird, der sich um 
eine aufserbalb des Kreises aber in seiner Ebene liegende 
Axe dreht. 

47. Ein Polygon ist um einen Kreis beschrieben. 
Beweise, dafs der Schwerpunkt des Polygons die Linie, 
welche den Schwerpunkt seines ümfangs mit dem Kreis- 
mittelpnnkte verbindet, nach dem Verhältnis 1:2 theilt. 

48. Bestimme den Schwerpunkt für die Fläche eines 
Halbkreises, dessen Dichtigkeit dem Quadrate des Ab- 
standes vom Kreismittelponkte proportional ist. 

49. Eine gerade Linie bewegt sich so, dafs sie in 
Verbindung mit zwei festen Geraden ein Dreieck von con- 
stantem Inhalt bildet. Welche Curve beschreibt der Schwer- 
punkt dieses Dreiecks? 

50. Beweise, dafs der Schwerpunkt eines beliebigen 
Stückes von der Oberfläche einer Kugel, deren Mittelpunkt 
im Anfangspunkte liegt, Coordinaten hat, welche den Pro- 
jectionen des Flächenstücks auf die Coordinatenebenen 
proportional sind. 
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51. Wo liegt der Schwerpunkt für einen Umgang 
einer Schraubenlinie? 

52. Bestimme das Volumen und die Oberfläche des 
Körpers, welcher von einer Kreisfläche beschrieben wird« 
die ohne zu gleiten sich einmal (als Tangentialebene) auf 
einem Kreiscylinder herumdreht. 

53. Benutze die Guldinsche Begel zur Bestimmung 
des Schwerpunktes eines Halbkreises. 

54. Ein Flächenstück, begrenzt von einem Farabel- 
bogen und der Sehne, welche den Scheitelpunkt mit dem 
Endpunkte der Ordinate des Brennpunktes verbindet, dreht 
sich um diese Sehne. Bestimme den Schwerpunkt des 
entstandenen Körpers. 

55. Welche Formeln erhält man für die Bestimmung 
des Schwerpunktes eines ebenen Flächenstücks durch Polar- 
coordinaten? 

56. Bestimme den Schwerpunkt für das Volumen, 
welches von einer Kreiskegelfläche und zwei Kugelflächen, 
deren Mittelpunkte in der Spitze des Kegels liegen, be- 
grenzt wird. 

57. Bestimme den Schwerpunkt eines schief ab- 
geschnittenen Kreiscylinders. 

58. Bestimme den Schwerpunkt für Oberfläche und 
Volumen einer Halbkugel. 
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VIEETES KAPITEL. 

Eräftepaare. 



Moment eines Elräftepaares. 

44. Es warde bewiesen, dafs zwei parallele Kräfte 
eine einzelne Besultante haben mit Ausnahme des Falles, 
wo sie gelich grofs and entgegengesetzt gerichtet sind 
(antiparallel sind). Ein System von zwei solchen Kräften 
P und — P heifst ein Kräftepaar oder kurz ein Paar 
und wird durch (P, — P)* bezeichnet; der Abstand der 
Kräfte heifst der Arm des Kräftepaares; sind die Angriffs- 
punkte fest, so heifst gleichwohl ofb ihre Verbindungslinie 
der Arm; das Product aus einer der Kräfte und ihrem 
Abstände heifst das Moment. 

Das Moment wird durch die Länge einer Strecke dar- 
gestellt, sobald das Moment 1 durch eine willkürlich ge- 
wählte Länge dargestellt wird. Man trägt das Moment ab 
auf einer Geraden, welche normal zur Ebene des Kräfte- 
paars ist und welche die Axe des Kräftepaares genannt 
wird. Im allgemeinen läfst man die Axe durch die Mitte 
des Arms gehen, und das Moment wird dann von dieser 
Mitte an nach der Seite 'der Ebene abgetragen, von der 
aus man den Arm unter der Einwirkung der Kräfte sich 
in derselben Richtung drehen sehen will wie der Zeiger 

4 
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der Uhr. Die Momente werden dann als positiv oder 
negativ genommen, indem man eine positive Sichtung auf 
der Axe wählt. 

Sobald der Arm ein homogener Stab ist, kann man 
unmittelbar einsehen, dafs derselbe sich unter Einwirkung 
des Eräftepaares um seinen Mittelpunkt drehen müsse; in- 
dessen darf man nicht ohne weiteres annehmen, dafs ein 
Körper, der unter Einwirkung eines Eräftepaares steht, sich 
immer um die Axe des Eräftepaares drehen würde ; es wird 
später gezeigt werden, dafs ein Eräftepaar wohl einen 
Eörper zum Rotieren bringen wird, dafs aber die Botationsaxe 
immer eine durch den Schwerpunkt des Eörpers gehende 
Gerade sein mufs, und dafs sogar die Richtung dieser 
Geraden nur ausnahmsweise mit der Richtung der Axe 
zusammenfällt. 

Verlegung und Umformung der Kräftepaare. 

ff 

45. Ein Eräftepaar kann parallel mit sich 
verschoben werden. 

Das Paar (P, — P) mit dem Arm AB werde parallel 
verschoben, so dafs der Arm auf CD fällt; man gebe den 

beiden Eräften in C und D ent- 
j^ gegengesetzte Richtungen, und 
, I man hat nun nur zu beweisen, 
jT) dafs das neue Eräftepaar und 
. das gegebene im Gleichgewicht 
sind. Nun lassen sich die Eräfte in C und B zu 2P 
zusammensetzen mit dem Angriffspunkt auf der Mitte von 
CB, während die Eräfte in A und D zu einer Eraft 2P 
zusammengesetzt werden, welche der vorigen entgegengesetzt 
ist und in der Mitte von AD angreift. Da nun AD und 
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CB denselben Mittelpunkt haben, halten sich die beiden 
Kräftepaare im Gleichgewicht. 

4B. Ein Kräftepaar kann um den Mittel- 
punkt des Arms gedreht werden. 

Der Arm AB sei in die Lage CD gedreht; vertauscht 
man die Kräfte in C und D mit den entgegengesetzten, 
so müssen das neue Kräfte- c 

paar und das gegebene sich 
im Gleichgewicht halten; man 
sieht indessen leicht, dafs die 
Resultante der Kräfte in A 
nnd C der Resultante der 
Kräfte in B und D gleich und entgegengesetzt ist. 

47. Arm und Kräfte dürfen umgeformt wer- 
den, wenn nur das Moment unverändert bleibt. 

Vertauscht man nach der Umformung die Kräfte mit 
den entgegengesetzten, so soll gezeigt werden, dafs (P, — P) 
mit dem Arm AB und 
(0» — Q) mit dem Arm 




D 



a 



B 



a 



-4 C sich das Gleichgewicht . 

h2L\ien,wennP.AB=Q.AC. 

Diese Gleichung zeigt, dafs 

die Summe der Momente 

der parallelen Kräfte mit Beziehung auf ^ gleich Null ist, 

und da aufserdem die Summe der Kräfte Null ist, so 

findet Gleichgewicht statt (27). 

48. Die angeführten Umformungen können combiniert 
werden, und man kann dadurch ein Kräftepaar durch 
ein beliebiges anderes ersetzen, wenn nur die 
Richtung der Axe und die Gröfse des Moments 
unverändert bleibt; ein Kräftepaar ist deshalb voll- 
ständig definiert durch Länge und Richtung der geraden 
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Linie, welche das Moment repräsentiert. Es lassen sich 
also einzelne Kräfte und Eräftepaare auf dieselbe Weise 
darstellen, nur mit dem Unterschiede, dafs die Gerade nur 
in sich selbst verschoben werden darf, wenn dieselbe eine 
Kraft darstellt, während dieselbe auch parallel verschoben 
werden darf, wenn sie ein Kräftepaar darstellt. 



Zusammensetzung von Kräftepaaren. 

49. Haben die Kräftepaare parallele Äxen, so kann 

• 

man allen den Arm 1 geben; die Kräfte werden dann 
gleich ihren Momenten. Nun kann man die Kräftepaare 
verschieben, so dafs ihre Arme zusammenfallen, und die 
Kräfte zusammensetzen, welche in demselben Endpunkt 
des Arms wirken. Man erhält dadurch ein Kräftepaar, 
dessen Axe der Richtung nach mit denen der gegebenen 
zusammenfallt und dessen Moment gleich der algebraischen 
Summe der Momente der gegebenen Kräftepaare ist. 
Kräftepaare mit parallelen Axen werden also 
zusammengesetzt, indem man ihre Momente 
verschiebt, so dafs sie durch denselben Punkt 
gehen und dieselben dann wie einzelne Kräfte 
zusammensetzt. 

50. Um zwei Kräftepaare zusammenzusetzen, deren 

Axen nicht parallel sind, forme 
man beide um, so dafs die Kräfte 
1 und die Arme also gleich den 
Momenten werden. Darauf drehe 

„ man dieselben in ihren Ebenen 

c 

bis die Kräfte der Durchschnitts- 
linie der Ebenen parallel werden, 
und verschiebe dieselben so, dafs 
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die beiden Arme ^£ und^C den einen Endpunkt gemein- 
schaftlich haben. In diesem wirken zwei Kräfte 1 in 
derselben Bichtnng; diese setzt man za einer Kraft 2 
zusammen, während die Kräfte in B und G zu einer Kraft 
2 zusammengesetzt werden, welche in 0, der Mitte von 
BC^ angreift. Die gegebenen Kräfte sind nun durch ein 
Kräftepaar (2, — 2) mit dem Arm Ä ersetzt, und dieses 
Paar wird wieder durch ein anderes (1, — 1) ersetzt, dessen 
Arm äD = 2A0 die Diagonale des durch AB und AG 
bestimmten Parallelogramms ist. Die Momente der Kräfte- 
paare sind gleich den Armen und lassen sich von A aus 
dadurch abtragen, dafs man die Arme um einen rechten 
Winkel in der Ebene dreht, in welcher sie alle drei liegen. 
Also: 

Kräftepaare werden zusammengesetzt, in- 
dem man ihre Momente verschiebt bis sie durch 
denselben Punkt gehen und sie darauf wie ge- 
wöhnliche Kräfte zusammensetzt. 
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FÜNFTES KAPITEL 

Beliebige Kräfte, welche in fest verbundenen 

Funkten angreifen. 



Reduction der Kräfte. 

51. Eine Kraft kann parallel verschoben 
werden bis sie durch einen geg^ebenen Punkt 
geht« wenn man ein gewisses Kräftepaar hin- 
zufügt. 

Der gegebene Punkt sei 0, die Kraft P; in füge man 
zwei P gleiche und parallele, entgegengesetzt gerichtete 
Kräfte hinzu; dadurch wird die gegebene Kraft ersetzt durch 
P in und durch das Paar (P, — P), dessen Arm der Ab- 
stand der gegebenen Kraft von ist. 

52. BeliebigeKräfte können zu einer Einzel- 
kraft, welche in einem willkürlich gegebenen 
Punkte angreift, und einem Kräftepaar zu- 
sammengesetzt werden. 

Man verlege alle Kräfte nach dem gegebeneti Punkte 
und setze sie hier zu einer Einzelkraft E zusammen; 
die bei der Verlegung hinzugekommenen Kräftepaare setze 
man zu einem einzigen Paare O zusammen. Da Q parallel 
verschoben werden darf, kann man sich O und B von 
demselben Punkte ausgehend denken. Zufolge der 
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Construction wird die Kraft B dieselbe bleiben, 
wo auch der Punkt gewählt werden möge. 

Da eine Einzelkraft und ein Kräffcepaar sich nicht das 
Gleichgewicht halten können, so werden die Bedingungen 
für das Gleichgewicht: 

Ä = und e = 0. 



Centralaxe des Systems. 

53. Es wurde gezeigt, dafs R unabhängig von der 
Lage des Punktes O sei; dagegen wird sich O ändern, 
wenn verlegt wird. 

Die Projection von O auf B ist constant. 

Bringt man nämlich B in eine neue mit B parallele 
Lage, so kommt ein Kräftepaar hinzu, dessen Äxe senk- 
recht auf B ist, und dieses kann durch Zusammensetzung 
mit G nicht die Componente von O nach B verändern. 

Man kann immer so wählen, dafs O längs 
B fällt. 

Verlegt man B um eine Strecke p in einer Richtung 
senkrecht zur Ebene BO^ so kommt ein neues Kräftepaar 
Bp hinzu, dessen Axe in der Ebene BG liegt und senk- 
recht auf B steht, p läfst sich dann so bestimmen, dafs 
dieses Kräftepaar und die Componente von G, welche 
senkrecht auf B steht, sich gegenseitig aufheben, dann 
bleiben B und die Componente von G nach B zurück. 
Es ist klar, dafs man auf iZ wählen kann, wo man will, 
ohne dafs G verändert wird. 

Es existiert also immer eine Linie von der Eigen- 
schaft, dafs sowohl B als auch G längs derselben fallen, 
wenn die Kräfte so verschoben werden, dafs sie alle einen 
von den Punkten dieser Linie zum Angriffspunkt haben ; 
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diese Linie heifst die Centr alaxe für das System von 
Kräften. 

54. Da die Projection von O auf R dieselbe ist für 
jede Lage von 0, so erhält O seinen kleinsten 
Wertfa, wenn R auf die Centralaxe fällt 

Behält man die Bezeichnung O für diesen kleinsten 
Werth und verlegt R um eine Strecke p, so kommt ein 
neues auf O senkrechtes Eräftepaar Bp hinzu, welches 
durch Zusammensetzung mit O das neue Eräftepaar 



G* = ]/G^ + R^p^ (23) 

giebt; dieses bildet m\\,G einen Winkel ^, bestimmt durch 

tg<? = ^. (24) 

während es senkrecht zu p ist. G' behält also seine 
Gröfse, wenn R einen Ereiscylinder beschreibt, dessen 
Axe die Centralaxe ist; G* ist während dieser Bewegung 
fest mit R verbunden und wird deshalb ein Rotations- 
hyperboloid beschreiben, dessen Eehlkreis den Badius p hat. 

55. Es kann sich ereignen, dafs das System von 
Eräften eine einzelne Resultante hat; in diesem 
Falle mufs man ö = haben, und die Bedingung 
hierfür ist, dafs man für eine beliebige Lage 
von ein resultierendes Eräftepaar erhält, 
dessen Axe senkrecht auf der nach dem Punkte 
verlegten Resultante der Eräfte steht. In diesem 
Falle ist nämlich die constante Projection von G* auf R 
gleich Null, und die andere Componente von G* kann, wie 
oben gezeigt wurde, immer durch eine passende Verlegung 
aufgehoben werden. 

86. Haben die Eräfte keine einzelne Resultante, so 
können dieselben immer auf unendlich viele Arten durch 
zwei Eräfte, welche sich nicht schneiden, ersetzt werden. 
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In allen Fällen erhält indessen das Tetraeder, 
in dem die beiden Kräfte gegenüberstehende 
Kanten sind, dasselbe Volumen. (Satz von 
Ghasles.) 

Die beiden Kräfte seien AB und CZ>; verlegt man 
AB nach CF^ so erhält man ein Kräftepaar, dessen Mo- 
ment G* gleich der Fläche ABFC 
ist, und eine Einzelkraft R =» CE. 
Das Volumen des Tetraeders ist 
^Q'.Rsmd, wo e der Winkel 
ist, den R mit der Ebene A BFC 
bildet; es wurde aber oben ge- 
zeigt, dafs R constant ist, und dafs O' sin (die Projection 
von O' auf R) gleichfalls constant ist. 

Zu dem Satz von Ghasles kann man den Satz hinzu- 
fügen, dafs die Linie, welche die Mitten der beiden Kan- 
ten AG und BD des Tetraeders verbindet, der Sichtung 
und Grdfse nach constant ist; wie man leicht sieht ist 
dieselbe ^R. 

Momente der Kräfte mit Beziehung auf eine 

Gerade. 

57. unter dem Momente einer Kraft mit 
Beziehung auf eine Gerade versteht man das 
Froduct aus der Projection der Kraft auf eine 
zur Geraden senkrechte Ebene und dem kürze- 
sten Abstände der Kraft von der Geraden. Das 
Moment erhält dasselbe Vorzeichen wie das Kräftepaar, 
welches hinzugefügt wird, wenn die Projection der Kraft 
parallel mit sich bis zum Durchschnitt mit der Geraden 
verschoben wird. 
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P sei die Kraft, AB -^ p i^r kürzeste Abstand von 
der Geraden Z^ v der Winkel mit Z, Verschiebt man P 

in die Lage AN^ so kommt ein Eräfte- 
paar Pp hinzu, dessen Projeotion auf 
Z gleich Pp sin v ist, und dies ist 
eben zufolge der gegebenen Definition 
^jp das Moment von P mit Beziehung 
auf Z. 

Bringt man P aus der Lage durch 
A an einen anderen Punkt von Z^ 
so kommt ein Kräftepaar hinzu, dessen 
Projection auf Z gleich Null ist. Also: 

Das Moment einer Kraft mit Beziehung auf 
eine Gerade ist. gleich der Projection des 
Kräftepaares auf die Gerade, welches hinzu- 
kommt, wenn man die. Kraft parallel mit sich 
verschiebt, bis sie die Gerade in einem be- 
liebigen Punkte schneidet. 

58. Hat man ein System von Kräften und verschiebt 
man alle Kräfte, bis sie durch denselben Punkt von Z 
gehen, so wird die Projection des resultierenden Kräfte- 
paares auf Z gleich der Summe der Projectionen der* ein- 
zelnen Kräftepaare sein; man hat also, wenn 6 der Winkel 
ist, welchen das resultierende Kräftepaar O* mit Z bildet: 

IPp sin V = G* cos 0. (25) 

Die Summe der Momente der Kräfte mit 
Beziehung auf eine beliebige durch einen Punkt 
A gehende Gerade ist also gleich der Projection 
des Kräftepaares auf die Gerade, welches hin^ 
zukommt, wenn alle Kräfte so verschoben wer^ 
den, dafs ihre Angriffspunkte auf ^ fallen. 

Ist^ gegeben, so wird also die Summe der Momente 
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ein Maximnm sein für die Gerade, deren Bichtnng mit 
der Sichtung der Äxe des resultierenden Eräftepaares zu- 
sammenfallt; für die durch A gehenden Geraden, welche 
gleiche Winkel mit O* bilden, wird die Summe der Mo- 
mente die gleiche. 

59. Liegen die Kräfte in derselben Ebene, und nimmt 
man eine Senkrechte auf der Ebene zur Momentaxe, so 
werden die Momente der Kräfte mit Beziehung auf diese 
Linie dieselben wie die Momente der Kräfte mit Beziehung 
auf den Fufspunkt der Senkrechten. (25) drückt dann 
aus, dafs die Summe der Momente der Kräfte 
mit Beziehung auf einen beliebigen Funkt 
gleich dem Momente des Kräftepaares sei, wel- 
ches man erhält, wenn man alle Kräfte bis an 
den Momentpunkt verlegt. Da man die Kräfte zu- 
sammensetzen kann ehe man sie verlegt, so mufs das 
Moment der Besultante mit Beziehung auf einen 
beliebigen Punkt gleich der Summe der Mo- 
mente der Componenten mit Beziehung auf 
denselben Punkt sein. Hat das System keine ein- 
zelne Besultante, so wird die Momentensumme gleich dem 
Momente des resultierenden Kräftepaares. Man sieht auch 
leicht geometrisch, dafs das Mo- 
ment der Besultante gleich der 
Summe der Momente der Com- p , 
ponenten sei. Die Momente von 
P, Q und E mit Beziehung auf ^^ 
sind nämlich das doppelte der 

Flächeninhalte derjenigen Dreiecke, deren Grundlinien die 
Kräfte sind und deren Spitzen in liegen; diese Inhalte 
sind aber mit verschiedenen Vorzeichen zu nehmen, wenn 
die Kräfte auf verschiedenen Seiten von liegen. Die 
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drei Dreiecke haben indessen die gemeinschaftliche Grund- 
linie ^0, und der Abstand des Endpunktes von R von 
ist gleich der Summe der beiden anderen Abstände. Da 
der Satz also für zwei Kräfte bewiesen ist, so sieht man 
durch successive Zusammensetzung der Kräfte, dafs er 
allgemein gilt. Kräfte in derselben Ebene, welche 
auf ein System von fest verbundenen Punkten 
wirken, sind deshalb im Gleichgewicht, wenn 
ihre BesultanteNull ist und zugleich dieSumme 
ihrer Momente mit Beziehung auf einen be- 
liebigen Funkt der Ebene Null ist. 
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Analytisclie Zusammensetzung der Kräfte. 

60. Die Kraft P mit den Componenteu Z, Y und Z 
möge ihren Angriffspunkt in (o;, y, z) haben. ^ kann 
nach (a?, y) in der -YF- Ebene verlegt werden und von da 

nach dem Punkte x auf der 
Z-Axe; durch die letzte Ver- 
legung wird das Kräftepaar yZ 
hinzugefügt; verlegt man darauf 
r Z nach dem Anfangspunkte, so 
wird das Kräftepaar — xZ hin- 
zugefügt. Auf dieselbe Weise 
wird der Angriffspunkt von X 
und Y nach dem Anfangspunkt verlegt; dabei werden 
zuerst die Kräftepaare zX und — yX^ darauf xY und 
— »r hinzugefügt; von den Axen der 6Kräffcepaare fallen 
zwei auf jede der Coordinatenaxen ; addiert man die zu- 
sammenfallenden, so hat man die drei Kräftepaare 

yZ — «F; zX — xZ\ xY — yX, 
deren Axen beziehungsweise die X-, F- und ^-Axe des 
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Systems sind. Hat man mehrere Kräfte, welche alle nach 
dem Anfangspunkte verlegt werden, so erhält man auf 
diese Weise 3 Einzelkräfte, welche auf die Axen fallen, und 
drei Eräftepaare, deren Axen auf die Coordinatenaxen 
fallen, nämlich: 

A = ÜX: 5 = HY; ü = HZ; (26) 

L = HiyZ^ zY); M = HzK^xZ); \ 

N =^ lixY—yX). I ^^^^ 

Die drei ersten werden zu einer zusammengesetzt, 
deren Oröfse und deren Winkel mit den Axen bestimmt 
werden durch: 



A ^ B \ (28) 

cos« == "ö*; cos^ = -p-; cos;' = -p-; ' 

die drei Eräftepaare werden zu einem zusammengesetzt, 
dessen Gröfse und dessen Winkel mit den Axen bestimmt 
werden durch: 

ö == VL^'+M^ + N^ 

' L M N \ (29) 

cos/ = yt; cos;/ = -y; cos v = -j^. ' ' 

6L Soll Gleichgewicht stattfinden, so müssen R und 
G verschwinden, und daraus ergeben sich die 6 Bedin- 
gungen für das Gleichgewicht: 

^ = 0, J5 = 0, C = 0, L«0, iJ/=0, N=Q. (30) 

Es wurde vorausgesetzt, dafs das Coordinatensystem 
rechtwinklig sei; im entgegengesetzten Falle werden mir 
die Ausdrucke für L, Af und N mit constanten Factoren 
multipliciert, so dafs die Bedingungen des Gleichgewichts 
nicht verändert werden. 

Da i, M und N für ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system die Frojectionen des resultierenden Eräftepaars auf 
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die Axen, oder zufolge 58 die Summen der Momente der 
Kräfte mit Beziehung auf die Axen sind, so zeigen die 
Gleichungen (30): 

Wenn ein System von Kräften im Gleich- 
gewicht ist, so verschwindet die Summe der 
Projectionen der Kräfte auf eine beliebige Ge- 
rade und die Summe der Momente der Kräfte 
mit Beziehung auf eine beliebige Gerade. 

umgekehrt ergiebt sich, dafs ein System von 
Kräften, welche auf fest verbundene Punkte 
wirken, im Gleichgewicht ist, wenn die Summen 
der Projectionen der Kräfte auf drei durch den- 
selben Punkt gehende und nicht in derselben 
Ebene liegende Gerade und die Summen ihrer 
Momente mit Beziehung auf drei solche Linien 
einzeln verschwinden. 

62. Liegen die Kräfte in derselben Ebene, und nimmt 
man diese zur o^y- Ebene, so hat man für alle Kräfte 
« = 0, Z = 0, und dadurch werden die Bedingungen 
für das Gleichgewicht: 

IX = 0; lY = 0; I[xY—yX) = 0. (31) 

Die letzte Gleichung drückt aus, dafs das resultierende 
Kräftepaar, welches von der Verlegung der Kräfte an den 
Anfangspunkt herrührt, Null ist. Hat die Kraft P den 
Abstand p vom Anfangspunkte, so kann diese Gleichung 
auch geschrieben werden: 

IPp = 0, (32) 

da Pp das Kräftepaar ist, welches hinzukommt, wenn P 
nach dem Anfangspunkt verlegt wird, oder das Moment 
dieser Kraft mit Beziehung auf diesen Punkt, und auf 
diese Weise erhält man wiederum die in 59 für Kräfte in 
derselben Ebene gefundenen Gleichgewichtsbedingungen. 
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Bedingung für eine einzelne Resultante. 

63. Ein gegebenes System von Kräften im Räume 
kann eine einzelne Besultante haben; diese möge den 
Angriffspunkt {x, y, z) und die Componenten Z, Y und Z 
haben. Das System ist dann im Gleichgewicht, wenn eine 
der Resultante gleiche und entgegengesetzte Kraft hinzu- 
gefugt wird. Denkt man sich die gegebenen Kräfte nach 
(26) und (27) zusammengesetzt, so erhält man dadurch: 

A^X=0; 5— r«0; — Z=0; 

L — {?/Z-zY) = 0; M-{zX-xZ) == 0; 

iV— (arF-yZ) = 0. 

Aus den drei ersten Gleichungen erhält man die Compo- 
nenten der Resultante bestimmt durch: 

X = A; Y ^ B; Z = C; 

setzt man diese Werthe in die drei letzten Gleichungen 
ein und addiert dieselben, nachdem man sie beziehungs- 
weise mit A^ B und C multipliciert hat, so erhält man: 

AL + BM+CN =:^ 0, (33) 

und diese Gleichung drückt (wenn nur nicht A-=B=C=Q) 
die Bedingung dafür aus, dafs das System eine einzelne 
Resultante habe. Oben (55) wurde als Bedingung für eine 
einzelne Resultante gefunden, dafs man durch Verlegung 
der Kräfte nach einem beliebigen Funkte ein resultierendes 
Kräftepaar erhalten müsse, dessen Axe senkrecht auf der 
Resultante stehen da nun die beiden Linien Winkel mit 
den Axen bilden, deren coss. 

A A ^ Jl ^ K 
R' E' Ä' O' ö' O 

sind, so gelangt man hierdurch eben zu der oben auf 

anderem Wege gefundenen Bedingung. 

Ist die Bedingung (33) erfüllt, so müssen die 
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Goordinaten des ADgriflfspanktes der Besultante besümmt 
werden durch die drei Gleichungen: 

yO-^zB « L, zA — xC^ M, xB--yA = N. (34) 

Da die eine von diesen aus den beiden anderen abgeleitet 
werden kann, so kann der Angriffspunkt auf einen be- 
liebigen Funkt der Linie fallen, welche durch zwei von 
den drei Gleichungen bestimmt wird. Da nun der Angriffs- 
punkt auf der Sichtung der Erafb beliebig gewählt werden 
kann, so sind die Gleichungen eben die Gleichungen der 
Besultante. 

64. Ist 6 der Winkel zwischen R und 0, so hat man : 

RO cos e = AL + BM-^ CN. (35) 

Diese Gröfse, welche Null ist, wenn das System eine ein- 
zelne Besultante hat, ist also in allen Fällen constant, das 
heifst unabhängig von der Lage des Coordinatensystems ; 
dieselbe ist das Sechsfache des constanten Volumens des- 
jenigen Tetraeders, welches durch die beiden Einzelkräfte 
bestimmt wird, zu welchen die Kräfte des Systems sich 
auf unendlich viele Arten zusammensetzen lassen (56). 

EZräfte, welche aiif ein nicht vollkommen freies 
System von fest verbundenen Punkten wirken. 

65. Ein System mit einem festen Punkte. Ist das 

System frei beweglich um einen festen Funkt, so kann 
man dasselbe als frei betrachten, sobald man die Beaction, 
welche von dem festen Funkte herrührt, hinzufügt; hat 
diese die Gomponenten Z, Y und Z, so erhält man, wenn 
man den festen Funkt zum Anfangspunkt nimmt: 

J + Z = 0, ß+r=o, C + Z=0, 

L = 0, JI/ = 0, iV = 0; 
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die drei ersten Gieichaogen bestimmen die Beaction, welche 
dem Druck auf den festen Punkt gleich und entgegen- 
gesetzt ist. Die drei letzten Gleichungen sind dann die 
Gleichgewichtsbedingungen. 

Ein System mit einem festen Punkte ist 
also im Gleichgewicht, wenn die Summe der 
Momente der Kräfte mit Beziehung auf drei 
durch den festen Punkt gehende und nicht in 
einer Ebene liegende Gerade Null ist. 

66. Ein System mit zwei festen Punkten (mit fester 
Axe). Man nehme die feste Axe zur Z-Axe, den einen 
festen Punkt zum Anfangspunkt; der andere feste Punkt 
ist (0, 0, h); den ersten ersetzt man durch die Beaction 
X^, Fj, Zi, den zweiten durch die Beaction Z2, Fj, Z^. 
Die Bedingungen für das Gleichgewicht sind dann: 
A + X, + X^ =0; B+Y,+ Y, =0; 

C + Z, + Z., = 0; 
i-ÄF2=0; M+hX^=0; N = 0. 
Die 5 ersten Gleichungen bestimmen X^n Fg, X^, F^ 
und Z^ -\- Z2. Man kann also nicht die Componenten 
des Drucks nach der Z-Aie in den beiden Punkten be- 
stimmen, sondern nur die Summe dieser Componenten. 

Die einzige Bedingung für das Gleichgewicht ist nun 

N = 0. (36) 

Ein System mit zwei festen Punkten oder 
mit einer festen Axe ist also im Gleichgewicht, 
wenn die Summe der Momente der Kräfte mit 
Beziehung auf die feste Axe Null ist. 

Kann das System zugleich längs der festen Axe gleiten, 
so hat man Z^ » Zj =« 0, so dafs die aufgestellte Be- 
dingung für das Gleichgewicht um folgende vermehrt wird: 

C = 0. (37) 

5 
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67. Ein System mit einer festen Ebene. Das System 
möge aaf einer festen Ebene gleiten können, und diese 
nehme man zur x^-Ebene; die feste Ebene übt dann auf 
alle ünterstützungspunkte Reactionen aus, welche der 
Z-Axe parallel sind. Diese Beactionen haben eine Re- 
sultante, welche mit Z bezeichnet werden mag und deren 
Angriffspunkt (a, 6, 0) ist. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht sind nun: 

^ == 0, 5 = 0, G-^-Z ^ 0; 
Z - aZ = 0, JI/+ iZ = 0, iV' = 0. 

Aus den drei Gleichungen bestimmt man a, h und Z\ 
die Bedingungen für das Gleichgewicht sind dann 

^ = 0, 5 = 0, - -?/ = 0. (38) 

Z^ angreifend in (a, d, 0), war die Resultante der 
Drucke, welche die Ebene auf diejenigen Punkte des Sy- 
stems ausübt, welche in der Ebene liegen. Um die Drucke 
in den einzelnen Funkten zu finden, mufs man Z in 
mehrere parallele Kräfte mit gegebenen Angriffspunkten 
zerlegen. Sind die gesuchten Drucke Zp Z^y Zg . . . ., 
die Angriffspunkte in der icy- Ebene (a^, Ji), (og, ^2)1 
(ag, $3) so hat man: 

-^1 + -Zg + -^3 + . . . «=» Zy 

Qi-^/j-^ -}- CI2 ^2 "i~ ^8^3 • • • ^"^^ dJUy 
f>lZi -j- ^2^2 "}" ^3-^8 • • • = ^^» 

Man sieht hieraus, dafs die Aufgabe bestimmt ist, 
wenn nur drei Stützpunkte vorhanden sind, während sie 
unbestimmt ist, wenn es mehrere giebt. Steht ein Tisch 
z. B. auf vier Beinen , so läfst sich der Druck nicht be- 
stimmen, welchen jedes einzelne Bein auf den Fufsboden 
ausübt; in Wirklichkeit wird natürlich jedes Bein einen 
bestimmten Druck ausüben, aber die Gröfse desselben ist 
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von physischen VerhältnisseD abhängig, namentlich von der 
Elasticität der Beine. 

68. Sind die Stützpunkte an die Ebene gebunden, 
so sind die oben aufgestellten Bedingungen ausreichend; 
können dieselben sich aber von der Ebene nach der einen 
Seite hin entfernen, so mufs (a, b) innerhalb des convexen 
Polygons liegen, dessen Eckpunkte die Unterstützungspunkte 
sind (ünterstützungsfläche), denn die normale Beaction Z 
der Fläche ist zusammengesetzt aus parallelen Kräften in 
den ünterstützungspunkten, welche alle nach derselben 
Seite wirken, und man sieht leicht, dafs die Resultante 
solcher Kräfte innerhalb des Polygons fallen mufs, wenn 
man sich zuerst zwei von den Kräften zusammengesetzt 
denkt, darauf die erhaltene Resultante und eine dritte 
Kraft u. s. f. 

Anwendungen. 

59. Die Seiten eines ebenen Polygons, in derselben 
ümdrehungsrichtung durchlaufen, mögen Kräfte darstellen. 
Wie werden diese Kräfte zusammengesetzt? 

Die Summe der Projectionen der Seiten eines ge- 
schlossenen Polygons auf eine beliebige Gerade ist Null. 
Die Summe der Momente mit Beziehung auf einen be- 
liebigen Punkt ist gleich dem doppelten Flächeninhalt des 
Polygons. Die Kräfte lassen sich also zu einem Kräfte- 
paar zusammensetzen, dessen Moment gleich dem doppelten 
Inhalt des Polygons ist. 

60. Auf jede Seitenfläche eines Polyeders wirkt ein 
Kräftepaar, gleich dem Inhalt der Seitenfläche, und zwar 
sind alle, von aufsen gesehen, positiv. Beweise, dafs die- 
selben sich im Gleichgewicht halten. 

5* 
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Zufolge der vorhergehenden Aufgabe können die Kräfte- 
paare durch Kräfte ersetzt werden, welche längs den Kanten 
wirken. Von diesen werden zwei und zwei gleich grofs 
und entgegengesetzt. 

61. Ein homogener Stab von der Länge 21 und dem 
Gewichte O ruht mit seinem unteren Ende A auf einem 
glatten Fufsboden, während das obere Ende B gegen eine 
glatte Wand lehnt. Der Stab wird am Gleiten dadurch 
verhindert, dafs eine horizontale Schnur von der Länge a 
das untere Ende desselben mit der Mauer verbindet. Be- 
stimme die Drucke und die Spannung der Schnur. 

Auf den Stab wirkt die Spannung T der Schnur, ein 
verticaler Druck Y in -4, ein horizontaler Druck X in B 
und das Gewicht O im Mittelpunkte. 

Man sieht leicht, dafs hier nur Gleichgewicht statt- 
finden kann, wenn die Schnur und der Stab in einer Ebene 
liegen, welche senkrecht auf der Durchschnittslinie der 
Wand und des Fufsbodens steht, und dafs F = — 6?, 
T = ~ X 

Die Momente mit Beziehung auf ^ ergeben: 

62. Ein Stab von der Länge 2a und dem Gewichte 
O stützt sich mit seinem unteren Ende gegen eine glatte 
senkrechte Mauer und ruht auf einem festen Punkte, dessen 
Abstand von der Mauer gleich a ist. Derselbe trägt aufser- 
dem in seinem oberen Endpunkte ein Gewicht. P. Be- 
stimme die Gleichgewichtslage und die Drucke. 

63. Ein Stab wie oben kann sich frei um seinen 
einen festen Endpunkt drehen, während der andere durch 
eine gewichtslose Schnur hoch gehalten wird, welche über 
eine kleine Rolle läuft und ein Gewicht trägt. Bestimme 
die Gleichgewichtslage und den Druck auf den festen Funkt. 



69 



(Wenn eine Schnur über eine feste Bolle läuft, so erfahren 
beide Ende& der Schnur gleiche Spannung.) 

64. Ein Stab ruht auf dem Bande und dem Boden 
einer halbkugelförmigen Schale; bestimme die Gleich- 
gewichtslage und die Drucke. 

65. Ein homogener Stab von der Länge 2 a und dem 
Gewichte O stützt sich gegen eine horizontale und gegen 
eine verticale Ebene. Ein gegebener Punkt des Stabes ist 
mittels einer Schnur an einen festen Funkt der Durch- 
schnittslinie der beiden Ebenen befestigt. Bestimme die 
Drucke und die Spannung. 

66. Eine homogene rechtwinklige dünne Platte vom 
Gewichte O kann sich um ihre eine Kante drehen, welche 
einen Winkel von 30'' mit der Horizontalebene bildet. 
Eine verticale Schnur ist in der Mitte der gegenüber- 
liegenden Kante befestigt und hält die Platte so, dafs sie 
einen Winkel von 30° mit einer senkrechten Ebene durch 
die feste Kante bildet. Wie grofs ist die*Spannung der 
Schnur, wenn die Breite der Platte gleich a ist? 

67. Ein homogener gerader Kegel ruht in seiner 
umbeschriebenen Kugel. Wie grofs ist der Winkel an der 
Spitze des Kegels, wenn derselbe in jeder Lage in der 
Kugel im Gleichgewicht sein soll? 

68. Ein cylinderförmiges Ge^s (ohne Gewicht), 
dessen Höhe doppelt so grofs ist wie der Durchmesser 
der Grundfläche, ist zur Hälfte mit Wasser gefüllt; das- 
selbe ruht auf einer schiefen Ebene, auf der es nicht 
gleiten kann; wie grofs ist der Neigungswinkel der 
schiefen Ebenen, wenn das Gefäfs gerade im Begriff ist 
umzufallen? 

69. Vier dünne gewichtslose Stäbe bilden ein Parallelo- 
gramm mit veränderlichem Winkel. Es findet Gleichgewicht 
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statt, da zwei elastische Schnüre als Diagonalen ausgespannt 
sind. Die Spannung der einen Schnur vrird durch ihre 
Länge repräsentiert; beweise, dafs die Spannung der anderen 
Schnur auch durch die Länge derselben repräsentiert wird. 

70. Untersuche die Gleichgewichtsbedingungen und 
die Drucke in den Zapfenlagern einer gewöhnlichen Winde. 

71. Es soll eine Darstellung der verschiedenen Be- 
deutungen des Wortes Moment gegeben werden. 

72. Eine Kugel ruht zwischen zwei schiefen Ebenen 
von derselben Neigung. Bestimme den kleinsten Wertb, 
welchen diese haben darf, wenn das Gleichgewicht auch 
noch stattfinden soll, sobald die Kugel von einer verticalen 
Ebene durch die Kante der schiefen Ebenen halbiert wird. 

. 73. Eine dünne homogene dreieckige Platte ist mit- 
tels eines Fadens aufgehängt, welcher an zwei Eckpunkten 
der Platte befestigt ist und über eine kleine feste Bolle 
läuft. In der Gleichgewichtslage ist eine Seite des Dreiecks 
senkrecht. Beweise, dafs die Längen der beiden Faden-' 
stücke sich wie 1 : 2 verhalten, und dafs die ganze Länge 
des Fadens das doppelte der Länge der durch den höchsten 
Punkt des Dreiecks gezogenen Mediane ist. 

74. Ein gewichtsloser Kreisbogen ruht mit der Con- 
cavität nach oben auf einer horizontalen Ebene und trägt 
in seinen Endpunkten die Gewichte P und Q\ bestimme 
die Gleichgewichtslage. 

75. Ein System von Kräften in derselben Ebene 
greift an fest verbundenen Punkten an. Beweise, dafs 
wenn die Kräfte um gleich grofse Winkel um ihre Angriffs- 
punkte gedreht werden, sich die Resultante um einen eben 
so grofsen Winkel um einen festen Punkt drehen wird. 

76. Längs drei nicht zusammenstofsenden Kanten 
eines rechtwinkligen Parallelepipedons wirken gleich grofse 
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Kräfte. Beweise, dafs die Bedingung dafür, dafs diese eine 
einzelne Besultante haben, die ist, dafs die eine Kante 
gleich der Summe der beiden anderen ist. 

77. Zwei Kräftepaare werden von Kräften gebildet, 
welche der Gröfse und Richtung nach unveränderlich sind 
und in den Endpunkten von zwei parallelen Linien angreifen. 
Beweise, dafs das Gleichgewicht zwischen den Kräftepaaren 
nicht gestört wird, wenn der Körper, zu dem die Angriffs- 
punkte gehören, seine Lage ändert. 

78. Beweise, dafs der geometrische Ort für alle Linien 
durch einen gegebenen Punkt, mit Beziehung auf welche 
die Summe der Momente eines gegebenen Systems von 
Kräften Null ist, eine Ebene ist. 

79. Beweise, dafs es in jeder Ebene einen P\;inkt 
giebt, für welchen die Ebene der in der vorhergehenden 
Aufgabe erwähnte geometrische Ort ist. 

80. Ein System von Kräften in derselben Ebene ist 
im Gleichgewicht. Die Kräfte werden in der Ebene um 
gleich grofse Winkel um ihre Angriffspunkte gedreht. 
Beweise, dafs dieselben jetzt ein Kräftepaar bilden, und 
gebe an, wie das Moment desselben sich mit dem Winkel 
ändert. 
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SECHSTES KAPITEL. 

Über astatisclies G-Ieicligewiclit. 



69. Wird ein Körper oder ein System von fest ver- 
bundenen Punkten von Kräften angegriffen und findet 
Gleichgewicht statt, so heifst dieses astatisch, wenn es 
nicht gestört wird, sobald die Lage des Körpers sich ver- 
ändert, während die Kräfte ihre Gröfse und Bichtung be- 
halten. Kräfte, welche in demselben Punkte angreifen, 
und parallele Kräfte, welche an einem Körper angreifen, 
haben schon im Vorhergehenden Beispiele für astatisches 
Gleichgewicht gezeigt. Um die Bedingungen für ein 
solches Gleichgewicht allgemein zu bestimmen, soll die 
astatische Beduction eines gegebenen Systems von Kräften 
betrachtet werden, das heifst eine solche Beduction, welche 
unabhängig von der Lage des Körpers ist. 

70. Die Resultante des Systems ist nicht Null. Man 
zerlege jede der gegebenen Kräfte nach drei auf einander 
senkrechten Axen, welche gleiche Winkel mit der Bichtung 
der Besultante bilden. Dadurch erhält man drei Systeme 
von parallelen Kräften. Jedes von diesen kann astatisch 
ersetzt werden durch eine Einzelkraft, welche im Mittel- 
punkte des Systems angreift, und auf Grund des gewählten 
Axensystems werden die drei Kräfte gleich grofs und 
senkrecht auf einander. 
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Ein System von Kräften, dessen Besultante 
nicht Null ist, kann also immer ersetzt werden 
durch drei gleich grofse, auf einander senk- 
rechte Kräfte, welche in drei festen Funkten 
des Körpers angreifen. 

71. Bedient man sich einer neuen Zerlegungsricbtung, 
so kann man von dem reducierten System ausgehen, und 
der der neuen Richtung entsprechende Mittelpunkt mufs 
dann in die durch die drei Hittelpunkte bestimmte Ebene 
fallen. Die allen Richtungen entsprechenden Mittelpunkte 
fallen deshalb in eine feste Ebene im Körper, welche die 
Centralebene des Systems heifst. 

Im besonderen soll die z-Axe in die Richtung der 
Resultante gelegt werden. Der dieser entsprechende 
Mittelpunkt heifst der Centralpunkt des Systems. 
Die beiden anderen Mittelpunkte liegen unendlich fern, 
da die beiden Systeme auf zwei Kräftepaare reduciert 
werden. Da die Lage des Körpers beliebig ist, so legt 
man denselben so, dafs die Centralebene senkrecht auf 
der Resultante steht, und wählt zum Anfangspunkt. 
Die Resultante wird als Einheit für die Kräfte ge- 
nommen. 

Um die beiden unendlich fernen Mittelpunkte zu ver- 
meiden, füge man in längs der willkürlich gewählten 
ar-Axe zwei Kräfte +1 und — 1 hinzu; die erste wird 
mit den der a;-Axe parallelen Componenten des Systems 
zusammengesetzt und giebt eine Resultante 4- 1 « welche 
in einem Punkte A in der Centralebene angreift. Auf 
diese Weise erhält man ein Kräftepaar ( — 1, 1) mit dem 
Arm OA. Auf ähnliche Weise ersetzt man die Componenten 
nach der y-Aze durch ein Kräftepaar (—1, 1), welches an 
einem Arm OB angreift. Jedes von diesen Kräftepaaren 
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kann nach den gewöhnlichen Kegeln hierfür nmgeformt 
werden, nur darf man die Sichtung des Arms nicht ver-. 
ändern. Die Richtigkeit der übrigen Umformungen läfst 
sich nämlich mittels der Sätze über die Zusammensetzung 
paralleler Kräfte beweisen, während man, um den Satz 
über die Drehung des Arms zu beweisen, den Satz be- 
nutzen mufs, dafs der AngriJTspunkt einer Kraft in der 
Sichtung der Kraft verlegt werden darf, und dieser Satz 
gilt nicht für astatische Umformungen. 

72. Es soll nun untersucht werden, wohin die Funkte 
A und B fallen werden, falls man zwei andere auf ein- 
ander senkrechte Zerlegungsrichtungen in der a;y- Ebene 
benutzt. Diese Sichtungen seien. A'i und F^, und es sei 
(ZXi) = (FFi) = v; ferner mögen A und B die Coordi- 
naten x^ und ^2 haben, indem bei der Zusammensetzung 
ein schiefwinkliges System mit den Axen OA und OB 
benutzt mi;i. Man füge dann in der Sichtung X^ die 
Kräfte + 1 und — 1 hinzu; der dieser Sichtung ent- 
sprechende Mittelpunkt wird dann bestimmt durch 

f 1 = ^1 cos v; -q^ = ^2 sin v, 
und auf ähnliche Weise für den Punkt B\ 

$2 = — »isinr; ij^ = t/icosv. 

Die gefundenen Gleichungen zeigen, dafs beide Punkte 
die Ellipse 

beschreiben, und die Form dieser Gleichung zeigt, dafs 
OA und OB conjugierte Halbmesser sind. Da nun OA 
und OB für zwei beliebige auf einander senkrechte Zer- 
legungsrichtungen bestimmt wurden, so hat man folgenden 
Satz: Wenn die beiden auf einander senkrechten 
Zerlegungsrichtungen in der Centralebene ver- 
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ändert werden, so beschreiben A und B eine 
Ellipse mit dem Mittelpunkt 0, und OA und OB 
sind stets zwei conjugierte Halbmesser. 

Man kann deshalb die Zerlegungsrichtungen so wählen, 
dafs OA und OB die halben Axen der Ellipse sind; auf 
diese legt man die beiden Axen. Die a;^* Ebene und 
y^;- Ebene sind dann zwei im Körper festliegende Ebenen, 
die sogenannten Mittel ebenen. Da die beiden Kräfte 
in A und B auf einander senkrecht stehen, so kann der 
Körper so um die 2;-Axe gedreht werden, dafs die beiden 
Kräfte beziehungsweise in die x^ und in die y-Axe fallen, 
und das System ist dann so einfach wie möglich. 

Man kann also immer dem Körper eine 
solche Lage geben, dafs die Kräfte astatisch 
ersetzt werden können 

durch zwei Kräfte +1, welche an Punk- 
ten in der x- und y-Axe angreifen, und 
deren Richtungen mit denen dieser Axen 
zusammenfallen, 

durch zwei Kräfte, welche in angreifen 
und den oben genannten gleich und ent- 
gegengesetzt sind, 

durch eine Kraft von derselben Gröfse, 

welche in angreift und deren Richtung 

mit der der s;-Axe zusammenfällt. 

In dieser Lage ist die a:y- Ebene die Centralebene 

des Systems, die beiden anderen Coordinatenebenen sind 

die Mittelebenen, und der Angriffspunkt ist der Central- 

punkt. 

' 73. Die Resultante des Systems ist gleich Null. 
Man wähle ein beliebiges rechtwinkliges Coordinaten- 
system und verfahre wie oben, indem man auch im 
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Anfangspunkte die beiden Kräfte + 1 ond — 1, welche 
in der z-Aie liegen, hinzufügt. Dadurch wird das System 
auf drei Kräftepaare (—1, 1) mit den Armen OA, OB 
und 00 reduciert. 

Auf dieselbe Weise wie oben wird dann nachgewiesen, 
dafs OA^ OB und 00 conjugierte Halbmesser eines EUip- 
soids sind, welches fest im Körper liegt, und welches, 
wenn für ein neuer Funkt gewählt wird, nur parallel 
mit sich verschoben wird. Die Zerlegungsrichtungen lassen 
sich so wählen, dafs A, B und Scheitelpunkte des 
Ellipsoids werden, und durch eine Drehung des Körpers 
bringt man es dahin, dafs OA, OB und 00 die in A, 
B und C angreifenden Kräfte enthalten. Folglich: 

Ist ein beliebiger Funkt, so kann man 
dem Körper immer eine solche Lage geben, dafs 
die Kräfte astatisch ersetzt werden können 

durch drei Kräfte + 1, welche in Funk- 
ten der Axen angreifen und deren, Sich- 
tungen mit denen der Axen zusammenfallen, 
und 

durch drei Kräfte, welche in angreifen 
und den oben genannten entgegengesetzt 
sind. 

Fällt einer der Mittelpunkte auf 0, so ist das ent- 
sprechende Kräftepaar gleich Null, und das eine System 
von Componenten ist für sich im Gleichgewicht. Der 
Fall, wo die Resultante nicht gleich Null ist, läfst sich 
auf den hier behandelten zurückführen, indem man eine 
Kraft, welche der Resultante gleich und entgegengesetzt 
ist, in einem beliebigen Funkte hinzufügt. Die den ver- 
schiedenen Funkten entsprechenden Ellipsoide sind dann 
nicht congruent. 
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74. Bedingungen für astatisches Gleichgewicht. Ist 

das System im Gleichgewicht, so ist die Besultante gleich 
Kall, und man reduciert dann das System auf die sechs 
oben genannten Kräfte. Fallen A und B auf 0, aber C 
nicht, so wird eine Drehung um die a;-Axe das (jleich- 
gewicht stören; dasselbe gilt, wenn G auf fällt, aber^ 
und B nicht. Man kann deshalb voraussetzen, dafs keiner 
der Punkte A, B und G auf fällt. Von den drei 
Coordinaten dieser Punkte, welche nicht gleich Null sind, 
müssen wenigstens zwei dasselbe Vorzeichen haben. Es 
mögen z. B. A und B beide in die positiven oder beide 
in die negativen Theile der x- und ^-Axe fallen. Man 
sieht dann leicht, dafs man durch eine Drehung um die 
«-Axe zwei Kräftepaare mit den Armen OA und OB er- 
hält, welche auf die Drehung in derselben Bichtüng wirken, 
so dafs Gleichgewicht unmöglich ist. Das astatische Gleich- 
gewicht ist deshalb nur möglich, wenn sowohl A^ als auch 
B und G auf fallen. In diesem Falle sind die drei 
Systeme von Componenten jedes für sich im Gleichgewicht 
und das System deshalb wirklich im astatischen Gleich- 
gewicht. Für astatisches Gleichgewicht ist es 
deshalb nothwendig und ausreichend, dafs die 
Componenten der gegebenen Kräfte nach drei 
auf einander senkrechten ftichtungen (und des- 
halb nach allen Bichtungen) jede für sich ein 
Sy'stem im Gleichgewicht bilden. 

75. Sobald kein astatisches Gleichgewicht vorhanden 
ist, kann man untersuchen, ob das System eine einzelne 
astatische Besultante habe. Diese ist dann ihrer Bichtüng 
undGröfse nach durch Bichtüng undGröfse der gegebenen 
Kräfte bestimmt. Die Frage würde dann sein, ob es einen 
solchen Punkt giebt, dafs man astatisches Gleichgewicht 



78 



herstellen kann, wenn man in demselben eine Kraft an- 
bringt, welche der Resultante gleich und entgegengesetzt 
ist. Zerlegt man nun nach drei auf einander senkrechten 
Richtungen, von denen keine senkrecht auf der Resultante 
steht, so erhält man drei Systeme, von denen jedes für sich 
im Gleichgewicht sein soll; dies verlangt aber, daCs die 
Componenten der gegebenen Kräfte für jede Richtung eine 
Resultante geben, welche der Componente der hinzugefügten 
Kraft gleich und entgegengesetzt ist und denselben Angriffs- 
punkt hat. Die Bedingung für eine einzelne 
astatische Resultante ist deshalb die, dafs die 
Mittelpunkte für die drei Systeme von Com- 
ponenten in einen Funkt zusammenfallen <der 
astatische Mittelpunkt). 

Hieraus läfst sich leicht die Bedingung dafür ableiten, 
dafs das System astatisch durch zwei Kräfte ersetzt werden 
kann. Ist dies der Fall, so mufs nämlich die Hinzufügung 
einer Kraft den Fall auf den vorhergehenden reducieren, 
also die drei Mittelpunkte zum Zusammenfallen bringen. 
Sind die Mittelpunkte A, B und 0, und fügt man eine 
Kraft in einem Punkte hinzu, so erhält man für A, B 
und C drei neue Funkte, welche beziehungsweise auf die 
Linien OA, OB und 00 fallen. Dieselben können des- 
halb nur zusammenfallen, wenn A, B und auf einer 
Geraden liegen ; ist dies aber der Fall, so sieht man leicht, 
dafs sowohl als auch der Punkt, in welchem A, B und 
zusammenfallen sollen, beliebig auf der Geraden ge- 
wählt werden können. 

Das System kann also nur durch zwei Kräfte 
ersetzt werden, wenn die drei Mittelpunkte auf 
eine Gerade (die astatische Axe) fallen; ist dies 
aber der Fall, so kann das System durch zwei 
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Kräfte ersetzt werden, welche in zwei will- 
kürlichen Punkten der Geraden angreifen. 

76. Ist die Besultante des Systems nicht gleich Null, 
so wurde gezeigt, dafs dasselbe auf unendlich viele Arten 
durch drei Kräfte ersetzt werden könne, deren Angriffs- 
punkte in der Centralebene liegen. Das Product aus 
dem Flächeninhalt des durch die Angriffspunkte 
bestimmten Dreiecks und aus dem Volumen der 
Pyramide, von der die drei Kräfte zusammen- 
stofsende Kanten sind, ist constant. Um diesen 
Satz zu beweisen genügt der Nachweis, dafs derselbe richtig 
ist, wenn einer von den Angriffspunkten beliebig verlegt 
wird, während die beiden anderen liegen bleiben, da man 
es durch drei solche successive Verschiebungen dahin brin- 
gen kann, dafs alle Angriffspunkte auf willkürlich gegebene 
Punkte fallen. Nun seien die Angriffspunkte^, B^ G mit 
den Kräften P, Q, R. ü soll nach 6\ verlegt werden. 
Man zerlege dann B in drei mit sich parallele Kräfte 22 j, 
B2, Es mit den Angriffspunkten A^ B, 6\. Die beiden 
Tetraeder sind dann bestimmt durch die Kanten 
P, Q, R und P+Äi, Ö + Ä2, A3, 
worin + die statische Addition (Zusammensetzung der 
Kräfte) bedeutet. Nun ist das letztere Tetraeder die 
Summe der beiden 

P, Q + Ä2' ^3 und Äi, Q + Ä2, A3, 
da die drei Tetraeder eine gemeinschaftliche Grundfläche 
haben, während die Höhe des ersten gleich der Summe 
der Höhen der beiden anderen ist. Theilt man jedes der 
beiden Tetraeder auf dieselbe Weise, so erhält man vier 
Tetraeder, von welchen drei gleich Null sind, da alle 
Kräfte R parallel sind. Dasjenige, welches nicht gleich 
Null ist, ist 
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und dieses verhält sich zu P, Q, R wie £3 zu R. Die 
Inhalte der beiden Dreiecke verhalten sich indessen m%R 
zu jßa, und damit ist der Satz bewiesen. 

77. Einzelne Resultante. Es soll die Lage des Kör- 
pers bestimmt werden, für welche die gegebenen Kräfte 
eine einzelne Resultante haben, und es soll die Lage dieser 
Resultante im Körper gesucht werden. Man benutze dann 
die in 72 gegebene Beduction und halte den Körper fest, 
während man die Kräfte dreht ohne die wechselseitige 
Lage derselben zu verändern. Bezeichnet man die Bich- 
tungscosinus durch a, ß, y, so hat man nach einer Drehung 
in den Punkten 

a^n 0, 0; 0, y^, 0; 0, 0, 
Kräfte mit den Componenten 

a, ß, r'i «11 ßi^ Ti'i «2» /?2» r«; — «, —A — r; 

WO diese den bekannten Gleichungen genügen, welche 
ausdrücken, dafs die drei Bichtungen senkrecht auf ein- 
ander stehen. Man hat dann nach der gewöhnlichen Be- 
zeichnung: 

^ = «a ; ß = ^2 ; ^' = r2 ; 

i = yiri; M = —x^y\ N = x^ß-^y^a^, 
so dafs die Bedingung für eine einzelne Besultant ist: 

^lir^ß — ß^fi + yM^Ti — r^^i) = 0, 

während die Besultante folgende Gleichungen (34) erhält: 
VT'i — «/?2 = VxTi ; ««2 — i»r2 = ^iT^ 

^ß^—yOLt = ^iß — VlOLi. 

Die Bedingung für eine einzelne Besultante läfst sich ein- 
facher ausdrücken. Aus den Gleichungen 

««1 + ßßi 4- TTi = 0; «2«i + ßißi + r2ri = 

erhält man nämlich: 
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«1 ßi. ri 

ßr^ — rß% r«2 — «r2 «/92 — i^«2 ' 

hier ist die Summe der Quadrate der Dividenden gleich 1, 
und dasselbe gilt für die Summe der Quadrate der Divi- 
soren, da 

ß^iri + «2') + rM«»' + ^92^) + a}(ß} + r^) ~ "^ßrß^u 

= ß^ + a^ + r^ — (ßßi + aa^ + rr2Y= 1. 

Die Quotienten sind also ':^ 1, aber die Betrachtung der 
Anfangslage und des zweiten Quotienten zeigt, dalSs man 
das Vorzeichen — nehmen muGs. Man hat deshalb : 

r%ß- ßir = —«1. 

und auf ähnliche Weise: 

a2ri — r2«i = ß\ 
dadurch wird die Bedingung f&r eine einzelne Besultante: 

y\ß == a?!«!. 
Um den geometrischen Ort far die Durchschnittspunkte 
der Besultante mit der einen Mittelebene y = zu be- 
stimmen, hat man also die Gleichungen: 

— «/'2 =- yiri; ^ß^ = «li* — yi«i; Vxß ^ ^»1«!; 

nunist «i« + ^i« + ri*=yJ' + ^i' + ^2'- 1, 
oder a^ + Ti-ß^ ^ ßi- 

Setzt man hierin die aus den drei Gleichungen entnom- 
menen Werthe für a^, ß und /^i, so erhält man: 
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Vi yi—^i 

und auf ähnliche Weise für die Durchschnittspunkte mit 
der anderen Mittelebene x ^ 0: 

In den Lagen, in welchen das System eine ein- 
zelne Besultante hat, schneidet diese also eine 

6 
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Ellipse und eine Hyperbel, welche ihren ge- 
meinschaftlichen Mittelpunkt im Centralpunkte 
haben, und welche so in den beiden Mittel- 
ebenen liegen, dafs die Scheitelpunkte der einen 
die Brennpunkte der anderen sind. (Satz von 
Minding.) 

Hieraus folgt, dafs es im allgemeinen vier Lagen der 
Besultante giebt, welche durch einen gegebenen Punkt des 
Körpers gehen, nämlich die Durchschnittslinien der beiden 
Eegelflächen, welche ihre Spitze in dem gegebenen Punkt 
und die beiden Kegelschnitte zu Leitcurven haben. Liegt 
der gegebene Punkt in einem der Kegelschnitte, so erhält 
man als geometrischen Ort für die Besultante eine Botations- 
kegelfläche durch den anderen Kegelschnitt (der eine 
Kegelschnitt ist wie bekannt der geometrische Ort fär die 
Spitzen der Botationskegelflächen , welche durch den 
anderen Kegelschnitt gelegt werden können), und diese 
Kegelfläche wird zu einer der Mittelebenen, sobald der 
Punkt in einem der vier Punkte liegt, welche Scheitel- 
punkte oder Brennpunkte der beiden Kegelschnitte sind. 
Man sieht auch leicht, dafs das System, sobald man den 
Körper um die a;-Axe oder um die y-Axe dreht, beständig 
eine einzelne Besultante durch einen der vier Punkte hat. 

78. Ein System, dessen Resultante gleich Null Ist 
Es soll versucht werden, für ein System, dessen Besul- 
tante gleich Null ist, die Lagen des Körpers zu bestimmen, 
in welchen Gleichgewicht stattfindet. Man füge dann in 
einem beliebigen Punkte eine beliebige Kraft hinzu, 
und die Aufgabe würde dann sein, die Lagen zu bestim- 
men, für welche das System eine einzelne Besultante durch 
hat. Da nun Centralpunkt wird, so kann die Be- 
sultante nur die Linie durch und durch die vier 
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Scheitel- oder Brennpunkte sein. Dem entsprechen in- 
dessen vier Lagen des Körpers, nämlich aufser der Hauptlage 
die drei anderen, welche man erhälj;, wenn man den 
Körper um 180"^ um eine der Axen dreht. In speciellen 
Fällen kann «Gleichgewicht in mehreren Lagen statt- 
finden. Im besonderen sollen die Bedingungen dafür ge- 
sucht werden, dafs das Gleichgewicht nicht gestört wird, 
wenn man den Körper um eine Axe dreht. Es ist natür- 
licherweise nur die Richtung und nicht die Lage derselben, 
welche Bedeutung hat. 

79. Man denke sich die 2; -Axe in der Richtung der 
Umdrehungsaxe und reduciere das System auf drei Kräfte- 
paare mit den Kräften — 1, 1 und mit den Armen OA^ 
OB und OC. Sind die Coordinaten für -4, B und be- 
ziehungsweise x^, y^, z^, o^s . . . .1 so hat man: 

L =- y^ — z^; M = z^ — x^; JS = x^ — t/i, 
welche für jeden Werth von gleich Null sein müssen, 
wenn man o? cos ö — ij sin ^ für x , und xsin + y cos 
für y einsetzt. Das verlangt: 

Diese Gleichungen zeigen, dafs Oa, OB und OC senk- 
recht auf einander stehn müssen, und dafs OA = OB. 
Folglich: Das Ellipsoid, für welches die Arme 
conjugierte Halbmesser sind, mufs ein Rota- 
tionsellipsoid sein, und die Umdrehungsaxe ist 
dann die Rotationsaxe des Ellipsoids. Dreht man 
den Körper so, dafs iC2 = ^i == 0, so zeigt ^2 == — ^1 
zugleich, dafs OA und OB in der Hauptlage ver- 
schiedene Vorzeichen haben müssen. 

Da die Arme parallel verschoben werden können, so 
läfst sich das Resultat auch folgendermafsen ausdrücken: 
Die Gomponenten der Kräfte nach der üm- 

6* 
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drehungsaxe müssen im Gleichgewicht sein, 
und die übrigen Componenten müssen sich auf 
2weiKräftepaare,reducieren lassen, deren Ebenen 
senkrecht zur Axe, deren Arme senkrecht auf 
einander, und deren Momente gleich grofs mit 
entgegengesetztem Vorzeichen sind. 

80. Ist die Besultante nicht gleich Null, so kann 
man versuchen, Gleichgewicht für die Drehung um eine 
gegebene Axe durch Hinzufügung von zwei Kräften her- 
vorzubringen. Man denke sich dann die gegebenen Kräfte 
ersetzt durch drei Kräfte X, Y, Z, mit den Angriffspunkten 
A, B, C, und lege die 2;* Axe in die Bichtung der Dm- 
drehungsaxe. Die beiden Kräfte, welche hinzugefügt werden 
sollen, kann man auch durch drei Kräfte ersetzt denken, 
deren Angriffspunkte -4 1 , B^, C\ in der durch die Angriffs- 
punkte der beiden bestimmten Geraden liegen, und welche 
den Axen parallel sind. Für das Gleichgewicht ist dann 
erforderlich, dafs die hinzugefügten Kräfte — Z, — F und 
— Z sind , und dafs — Z und 4- Z auf dieselbe Gerade 
fallen, so dafs sie sich während der Drehung beständig 
aufheben. Man hat dann zwei Kräftepaare (X, — X) 
und (y, — Y), deren Ebenen senkrecht auf Z sein müs- 
sen, und deren Arme AA^ und BB^ senkrecht auf ein- 
ander stehn müssen. 

Projiciert man den letzteren Arm auf die Ebene des 
ersten Paares in bb^, so sind A und b bekannte Punkte; 
AAi und Jii sind senkrecht auf einander, und ihr Ver- 
hältnis ist bekannt (Y:X), Sie haben deshalb einen 
festen Drehungspunkt; dieser sei 0*), während Z die 



^) Man sieht leicht, dafs dieser Punkt derselbe ist wie der feste 
Punkt in der Resultante der Kräfte in A und 6, welcher in der 
Aufgabe 75 erwähnt ist. Vergl. Jul. Petersen, Methoden und 
Theorien. Kopenhagen, 1879, S. 70ff. 
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Ebene in Q schneidet. Die LmieA^BiC^ wird in A^b^Q 
projiciert; da A OAh c^t ^ OA^b^, so sind die Winkel 
bei A^ und b^ bekannt, und diese beiden Punkte haben 
zwei Kreise durch und Q zu geometrischen Örtern. Der 
eine von diesen Kreisen ist die Projection eines anderen 
Kreises, welcher der geometrische Ort für B^ ist. AiBiCi 
wird also beständig Z und die beiden festen Kreise schneiden. 

Zieht man durch eine Linie, welche die beiden 
festen Kreise in ^2 ^^^ ^2 schneidet, so kann man diese 
als Projection einer Linie ^^ ^2 auffassen, welche die bei- 
den Kreise A^A^ und B^B^ sowie eine zu Z parallele 
Gerade durch zu Leitcurven hat. Nun ist ^ 1^2 =7^ ^1^2 
z^BiBz, so dafs die Linien A^B^C^ und ^2^2 sich in 
allen ihren Lagen schneiden. Sie bilden deshalb die bei- 
den Systeme von Erzeugenden für ein Hyperboloid mit 
einem Netz, dessen eines System von Kreisschnitten senk- 
recht auf Z ist. Das Oleichgewicht während der 
Drehung kann deshalb hergestellt werden durch 
Hinzufügung von zwei Kräften, für welche die 
Angriffspunkte zwei beliebige Punkte einer 
beliebigen Erzeugenden der einen Art des 
Hyperboloids sind. 

81. Die Hauptaxen. Fällt auf Q^ so reduciert sich 
das Hyperboloid auf die Gerade Z, und die beiden Kräfte, 
welche hinzugefügt werden, greifen in Punkten der Um- 
drehungsaxe selber an. Eine solche Axe ist von Möbius 
eine Hauptaxe genannt worden. Dieselbe mufs folgende 
Bedingungen erfüllen: 

1) Sie mufs durch den Mittelpunkt für die ihrer 
Richtung entsprechenden Componenten gehen, und die 
Kräfte müssen mit Beziehung auf sie die Momentensumme 
Null haben. 
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2) Die beiden Ebenen, welche die Axe enthalten and 
jede einen der Mittelpunkte für die übrigen Gomponenten, 
müssen senkrecht auf einander stehn. 

Die erste Bedingung drückt aus, dafs die beiden hinzu- 
gefügten Kräfte Gleichgewicht in der ursprünglichen Lage 
hervorrufen, die zweite, dafs das Gleichgewicht während 
der Drehung erhalten bleibt. 

Um die Hauptaxen zu bestimmen ersetze man die 
Kräfte durch drei auf einander senkrechte Kräfte, von denen 
eine, Z, senkrecht auf der Centralebene steht. Die beiden 
anderen erhalten dann ihre Angri£fspunkte auf einer be- 
stimmten Linie (der Centrallinie) in der Centralebene. Man 
kann hier die Richtungen so wählen, dafs die eine Kraft, 
X, auf die Centrallinie fällt, die andere Kraft, Y, senkrecht 
darauf. Nun nehme man die Centrallinie zur a;-Axe, und 
den Angriffspunkt von X zum Anfangspunkte. Man hat 
dann die Kräfte X, Y und Z, deren Angriffspunkte in der 
ä;^-Ebene beziehungsweise (0, 0), (x^, 0) und (x, y) sind. 
Ein Punkt (^, rj) ist Mittelpunkt der Componenten, welche 
mit den Axen Winkel bilden, deren coss. a, ß und y be- 
stimmt werden durch 

(Xa +Yß + Zr)$ = Yßx^ + Zyx, 

(Xa+Yß + Zr)rj = Zyy. 

Verlegt man die Kräfte nach (^, ^), so erhält man drei 

Kräftepaare, deren Axen auf die Coordinatenaxen fallen« 

nämlich 

Soll die JResultante durch (f, r^) eine Hauptaxe sein, so 
mufs man zufolge 1) haben: 

{y-ri)Za - (x-^)Zß + [(a:, - f) 7+ ^Z]^ = 0. 
Die Elimination von a, ß und y aus den drei Gleichungen 
zeigt, dafs, wenn die oben unter 1) gestellten Bedingungen 
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erföllt werden, der geometrische Ort für den Punkt (f, rj) 
ein Kegelschnitt wird. 

Nan denke man sich wiederum die Kräfte durch drei 
ersetzt, welche senkrecht auf einander stehen und von 
denen eine auf die Hauptaxe fallt. Eine von den anderen 
Kräften sei AB, Durch A lege man eine Ebene E senk- 
recht zur Hauptaxe, und eine andere willkürliche Ebene ^i, 
welche mit E einen Winkel v bildet. Man projiciere AB 
auf E^ in AB^ und drehe AB^ in E^ um einen rechten 
Winkel nach -452- Die AB^ projiciere man wieder auf 
E in AB^^ welche senkrecht auf AB wird. Zwei Ebenen 
durch B und B^, die senkrecht auf der Durchschnittslinie 
von E und E^ stehen, mögen in C und D diese Linie 
schneiden. Man hat dann: 

AD = GB^ = CB cos v, 
und folglich 

AB^ =* AB cos V, 

Sucht man das Moment von AB^ mit Beziehung auf die 
Hauptaxe, so ist dieses ebenso grofs, wie das Moment von 
AB^^ und dasselbe steht also in einem von Winkel v ab- 
hängigen Verhältnis zum Moment der um einen rechten 
Winkel in einer zur Hauptaxe senkrechten Ebene gedrehten 
AB» Dadurch ist folgender Satz bewiesen: 

Wird ein System von Kräften auf parallele, 
durch die Angriffspunkte derselben gelegte 
Ebenen projiciert und um einen rechten Winkel 
in diesen Ebenen gedreht, so bleibt die Summe 
der Momente mit Beziehung auf die Hauptaxe 
Null. 

Wendet man diesen Satz an, indem man auf die 
Centralebene projiciert, so erhält man die Kräfte X und Y. 
Dreht man diese um einen rechten Winkel und setzt sie 
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darauf zusammen, so erhält man eine Kraft, welche durch 
den Anfangspunkt geht und senkrecht zur Resultante von 
X und Y ist. Da nun die Summe der Momente mit Be- 
ziehung auf eine Hauptaxe nach der Drehung Null bleiben 
soll, so mufs die gefundene Linie durch den Durchschnitts- 
punkt der Hauptaxe mit der Gentralebene gehen. Da die 
gefundene Gerade den oben bestimmten Kegelschnitt in 
zwei Punkten schneidet, so giebt es zwei Hauptaxen. 
Mit Hülfe ihrer Durchschnittspunkte mit der Gentralebene 
bestimmt man nun wiederum ihre Richtungen mittels der 
beiden ersten in 81 angeführten Gleichungen. 



1 
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SIEBENTES KAPITEL. 

Kräfte y welche auf ein System von niclit fest 
yerbimdeneiL Funkten wirken. 



Bedingungen für das Oleichgewlolit. 

82. Es sollen nun mehrere feste Körper betrachtet 
werden, an welchen beliebige Kräfte angreifen, und welche 
mit einander verbunden sind, jedoch so, dafs die Verbin- 
dungen nicht verhindern, dafs die gegenseitige Lage der 
Körper verändert werden kann. Die wichtigsten solcher 
Verbindungen sind folgende: 

1) Die Oberflächen zweier Körper können sich be- 
rühren. Sind die Oberflächen vollkommen glatt und hart, 
so wird jeder Körper einen Druck auf den anderen 
ausüben, welcher nach der gemeinschaftlichen Normale 
gerichtet ist; die beiden Drucke (Action undBeaction) sind 
gleich grofs und entgegengesetzt. 

Findet die Berührung in allen Funkten eines Theils 
der Oberflächen statt, so kann man nicht die Drucke in 
den einzelnen Funkten bestimmen, sondern deren Besul- 
tante. 

2) Die Körper können durch Fäden oder Stäbe ver- 
bunden sein; in der Gleichgewichtslage wirken in jedem 
Funkte des Fadens oder Stabes zwei gleich grofse und 
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entgegengesetzte Kräfte (die Spannung). Die Spannungen 
müssen spannend auf die Fäden wirken, aber sie können 
auch versuchen, die Stäbe zusammenzudrücken. Sind die 
Stäbe oder die Fäden elastisch, so müssen ihre Längen 
auf bekannte Weise von ihrer Spannung abhängen. Be- 
zeichnet man die Spannung mit 7, die Länge eines Fadens 
mit /, so nimmt man im allgemeinen an, dafs 

worin Iq die T = entsprechende Länge bedeutet und 
fjt eine Constante ist, welche von der physischen Beschaffen- 
heit des Fadens abhängig ist. 

83. Man kann jeden einzelnen Körper als frei be- 
trachten, wenn man den Zug oder die Drucke, welchen 
derselbe durch seine Verbindungen mit anderen Körpern 
unterworfen ist, hinzufügt. Danach mufs dann für jeden 
der Körper den 6 Gleichgewichtsbedingungen genügt sein. 
Man erhält dadurch für jeden Körper 6 Gleichungen, und 
diese Gleichungen in Verbindung mit den rein geometri- 
schen Gleichungen, welche die Körper und ihre Verbin- 
dungen bestimmen, können dann zur Bestimmung der 
Gleichgewichtslage sowie der unbekannten Drucke und 
Spannungen dienen. Befinden sich in einem oder mehreren 
der Körper feste Funkte, Linien oder Ebenen, so wird, 
wie früher gezeigt, die Anzahl der Gleichgewichtsbedingungen 
reduciert. Oft ist es vortheilhaft, alle Körper in der 
Gleichgewichtslage als mit einander fest verbunden zu be- 
trachten, eine Betrachtung, die zulässig ist, da das Gleich- 
gewicht dadurch nicht gestört werden kann, dafs die 
Verbindungen in der Gleichgewichtslage unveränderlich 
gemacht werden. 
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Anwendungen. 

81. Ein homogener Würfel, dessen Kante a und 
dessen Gewicht Q ist, ruht auf einer Klappe, welche sich 
um eine an einer verticalen Mauer befestigten horizontalen 
Axe A drehen kann. Der Würfel stützt sich mit einer 
horizontalen Kante gegen die Mauer, und die Klappe, 
welche den Winkel v mit der Mauer bildet, wird fest ge- 
halten durch eine zur Klappe senkrechte Kraft P, welche 
in einem Abstände b von A angreift, und zwar in dem 
Verticalschnitt durch den Schwerpunkt des Würfels. Man 
suche die Bedingungen für das Gleichgewicht und die 
Drucke. 

Man braucht nur den Verticalschnitt zu betrachten. 
Hier sind zwei Körper, der Würfel und die Klappe. Auf 
den Würfel wirken drei Kräfte, die Beaction der Mauer, 
Pi, das Gewicht Q, welches im Schwerpunkt angreift, und 
die Resultante P^ der kleinen normalen Beactionen der 
Klappe; die Gröfse und den Angriffspunkt 
dieser Resultante kennt man nicht, aber 
die Richtung derselben ist normal zur 
Klappe. 

Man erhält nun durch Frojection 
auf AD und die dazu senkrechte Rich- 
tung: 

Q = P.2 sin v; P^ = P^ cos v; 

nimmt man die Momente mit Beziehung auf A^ so ist 

Py^a cosec v + ^ Q(a cos t^ + a sin v) = x Pj, 

da Y (cos V + sin v) der Abstand des Schwerpunkts von der 

Mauer ist; x bezeichnet den Abstand des Angriffspunktes 
für Pa von A. 
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Da die Klappe eine feste Axe hat, so braucht man 
uur die Momente mit Beziehung auf diese zu nehmen; 
dadurch erhält man 

Pb = P^. X. 

Die gefundenen Gleichungen bestimmen P und die Drucke, 
wenn man b, v^ a und Q als gegeben annimmt. 

Wünscht man den Druck in A zu wissen, so hat 
man nur nöthig die auf die Klappe wirkende Kräfke auf 
eine zur Klappe senkrechte Linie zu projicieren; der Druck 
wird P parallel, und man findet ihn dadurch, dafs man 
P und Pj nach A verlegt. 

82. Drei dünne Stäbe bilden eine Brücke zwischen 
A^ B und 0, indem jeder Stab unter dem ersten begeg- 
nenden Stab durch und hinüber auf den folgenden geht; 
dieselben tragen ein Gewicht O, welches in a, d und c 
unterstützt wird, und dessen Schwerpunkt die Abstände 
7a, h und Ic von den Seiten von ABO hat, während 
derselbe mit dem Schwerpunkt des Dreiecks abc zu- 
sammenfällt. 

Man bestimmt die Drucke m A, B und 6\ indem 
man das ganze System als starr betrachtet und die Mo- 
mente mit Beziehung auf AB^ AC und BC nimmt; da- 
durch erhält man: 



TAha = ö/a; 




Tßh = Oh; Tchc = ß/c, 

worin ha> h und ^c die Höhen des 
Dreiecks ABC bedeuten. 

Für die Drucke in a, b und c 
erhält man, wenn man die Mo- 
mente für einen Stab mit Be- 
ziehung auf einen dieser Punkte 
nimmt: 
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Tj,.Ah = It, - -|^ic; TB.Bc = lTa- y)ca; 

Tc.Oa =[7*»-^^ 
Femer ist: 

Tb = Ta-\- Te ö" ; Te = Tb-\- Ta ^', 

Ta = Tc-{- Th ö" • 

Diese Gleichungen bestimmen die gesuchten Gröfsen nnd 
geben aufserdem Relationen zwischen den gegebenen 
Stücken an. 

83. Zwei gleich grofse Kugeln mit dem Badius r 
und dem Gewicht O ruhen auf zwei schiefen Ebenen und 
berühren sich; bestimme die Gleichgewichtslage und die 
Drucke. Die Neigungen der schiefen Ebenen sind t; und v^. 

84. Zwei schwere Massentheikhen von demselben 
Gewichte O ruhen auf zwei schiefen Ebenen, deren Nei- 
gungen V und Vi sind. Dieselben sind durch einen ge- 
lyichtslosen Faden mit einander verbunden, welcher die 
Länge l hat und über eine kleine Bolle geht, die in der 
Höhe a über der horizontale Durchschnittslinie der beiden 
schiefen Ebenen angebracht ist; man bestimme die Gleich- 
gewichtslage, die Spannung und die Drucke. 

85. Vier dünne Stäbe bilden ein Rechteck mit Ge- 
lenken in den Ecken. Zwei von den Seiten sind horizontal 
und können sich um ihre Mittelpunkte in der Ebene des 
Rechtecks drehen. Die beiden anderen Seiten sind vertical, 
und an jede derselben ist in einem beliebigen Funkte ein 
horizontaler Stab (in der Ebene des Rechtecks) befestigt, 
der in einem beliebigen Funkte ein Gewicht Q trägt. Be- 
weise, dafs Gleichgewicht stattfindet, selbst wenn die Lage 
des Systems durch Drehung um die festen Punkte ver- 
ändert wird. (Robervals Wage.) 
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Man verlege die beiden Gewichte an die verticalen 
Stäbe und darauf an die beiden anderen Stäbe. Dieselben 
halten sich dann das Gleichgewicht, während sie in den 
Unterstützungspunkten verticale Drucke hervorrufen, die 
jeder für sich unbestimmt sind, deren Summe aber 2 Q ist. 
(In Wirklichkeit braucht der eine Mittelpunkt nur daran 
verhindert zu sein, seitliche Bewegungen zu machen). Die 
beiden durch die Verlegung hervorgebrachten Kräftepaare 
werden so umgeformt, dafs die Kräfte durch die festen 
Punkte gehen und dann durch dieBeaction derselben auf- 
gehoben werden. Sind die Abstände der beiden Gewichte 
ungleich grofs, so wird deshalb der ganze Apparat einem 
Seitendruck unterworfen, sc dafs derselbe, wenn er auf 
einem Fufse aufgestellt ist, umfallen kann, wenn dieser 
Fufs nicht hinreichend grofs ist. 

86. Eine beliebige Anzahl durch Gelenke verbundener 
Stäbe bilden ein Sehnenpolygon. In den Mittelpunkten der 
Stäbe greifen Kräfte an, welche der Länge der Stäbe pro- 
portional, und welche nach aufsen und senkrecht zu den 
Stäben gerichtet sind. Beweise, dafs Gleichgewicht statt- 
findet, und dafs die Drucke in den Eckpunkten die Richtung 
der an den umbescbriebenen Kreis gezogenen Tangenten 
haben. 

87. Ein Dreieck mit drei homogenen Seiten ruht in 
einer verticalen Ebene auf seiner einen Seite; bestimme 
den Druck in dem gegenüberliegenden Eckpunkte. 

88. Zwei homogene Kugeln mit den Radien r und 
r^, und den Gewichten G und Oi sind an demselben festen 
Punkte mittels Fäden von der Länge l aufgehängt. Be- 
stimme die Gleichgewichtslage, den Druck und die Span- 
nungen. 

89. Zwei Cylinder mit den Radien r und r^, sind 
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mittels eines Fadens von der Spannung T zusammen- 
gebunden. Bestimme den Druck zwischen den Gylindern. 
(Man betrachte die krummen Theile des Fadens als mit 
den Cylindern fest verbunden.) 

90. In einem dünnen, an beiden Enden offenen 
cylindrischen Bohre, welches auf einer horizontalen Ebene 
steht, ruhen zwei gleich grofse homogene Kugeln vom 
Gewichte Q, Der Badius des Cylinders ist £, der der 
Kugeln r, wo r>\E. Wie grofs ist das Gewicht des 
cylindrischen Bohres, wenn dasselbe gerade im Begriff ist 
umzufallen? 

Man nehme die Momente der auf den Cylinder wir- 
kenden Kräfte mit Beziehung auf den Funkt, um welchen 
das umfallen vor sich gehen würde, und welcher deshalb 
in dem Augenblick, wo das umfallen eintritt, den ganzen 
Druck der horizontalen Ebene aufnimmt. 
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ACHTES KAPITEL. 

Seilpolygone. 




Geradlinige Fadenstücke. 

84. Wirken Kräfte auf ein Seil, so hat man zwei 
Hauptfalle zu unterscheiden, da dieEräße beatimmte oder 
veränderliche Punkte des Seils zu Angriffspunkten haben 
können. Der erste Fall wird z. B. eintreten, wenn durch 

Fäden, welche fest an das Seil in 
verschiedenen Punkten desselben 
geknüpft sind, ein Zug ausgeübt 
wird; der zweite Fall tritt ein, 
wenn die Fäden, durch welche der Zug ausgeübt wird, 
an Binge befestigt sind, welche sich ohne Beibungswider- 
stand frei auf dem Seil bewegen können. 

85. Feste Angriffspunkte. Befindet sich das Seil im 
Gleichgewicht, so kann man dasselbe als ein starres System 
betrachten ; hieraus folgt, dafs alle angreifendenEräfte, 
sobald man sie an denselben Punkt verlegt, 
sich im Oleichgewicht halten müssen. Man kann 
sich das Seil an einem beliebigen Punkte durchschnitten 
denken, wenn man die Spannung des durchschnittenen 
Stücks an Stelle des weggeschnittenen Theils des Polygons 
setzt. Die Spannung eines Seilstücks hält deshalb 
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allen den Kräften das Gleichgewicht, welche 
auf der einen oder auf der anderen Seite des 
Seilstücks angreifen. Schneidet man zwei Seilstücke 
darch, so sieht man auf dieselbe Weise, dafs die Span- 
nungen in diesen beiden Seilstücken und alle zwischen 
ihnen liegenden Kräfte sich im Oleichgewicht halten. 

In jedem Eckpunkte des Polygons wirken die dort 
angreifende Kraft und zwei Spannungen; diese drei Kräfte 
halten sich im Gleichgewicht. Auf diese Weise erhält 
man für jeden Eckpunkt drei Gleichgewichtsbedingungen, 
und diese in Verbindung mit den Gleichungen, welche 
ausdrücken, dafs die Seiten .des Polygons gegebene Längen 
haben, dienen zur Lösung der allgemeinen Aufgabe. 

Es sollen nun einige Fälle betrachtet werden, welche 
besonderes Interesse haben. 

86. Die Kräfte sind alle der Gröfse und 
Richtung nach gegeben; man soll die Gleich- 
gewichtsfigur suchen. 

Man beginne mit dem äufsersten Seilstück links; die 
Richtung und Spannung desselben ist bestimmt durch die 
Kraft, welche an seinem freien Endpunkte angreift. Nun 
kann man Richtung und Spannung des zweiten Seilstücks 
bestimmen, da diese zwei bekannten Kräften das Gleich- 
gewicht halten soll, nämlich der Spannung des ersten 
Seilstücks und der im Eckpunkte angreifenden Kraft. Fährt 
man auf dieselbe Weise fort, so kann man nach und nach 
die ganze Figur bestimmen; soll Gleichgewicht stattfinden, 
so mufs Gröfse und Richtung der zuletzt bestimmten 
Spannung mit Gröfse und Richtung der gegebenen Kraft 
zusammenfallen, welche am Endpunkte des Seiles rechts 
angreift. 

Sind die gegebenen Kräfte sämtlich parallel, 

7 
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80 wird das Polygon ein ebenes, denn bei der an- 
gegebenen Constrnction fallt jede neue Seite, welche be- 
stimmt wird, in die durch die vorhergebenden Seiten und 
Kräfte bestimmte Ebene. 

87. Sind die beiden Endpunkte des Seils fest, so 
wird die Aufgabe complicierter, da man statt der be- 
kannten Kräfte, welche im vorhergehenden Falle in diesen 
Punkten angreifen, nun die unbekannten Beactionen dieser 
Punkte erhält. Man kann indessen an Stelle der Beaction 
des ersten Punktes eine unbekannte Kraft mit den Gom- 
ponenten X, Y und Z setzen und darauf wie oben ver- 
fahren ; dadurch werden alle Gröfsen, welche man bestimmt, 
durch X, Y und Z ausgedrückt; zuletzt bestimmt man 
den anderen Endpunkt des Seils auch durch diese Gröfsen, 
und da die Coordinaten dieses Punktes gegeben sind, so 
hat man also drei Gleichungen mit drei unbekannten. 

88. Bewegliche Angriffspunkte. Lassen die Angriffs- 
punkte der Kraft« sich längs des Seils verschieben, so 
werden die Seiten des Polygons unbekannt, aber die da- 
durch verlorenen Gleichungen werden durch andere ersetzt, 
da oben (Aufgabe 13) gezeigt wurde, dafs jede von den 
Kräften in der Gleichgewichtslage den Winkel zwischen 
den beiden Polygonseiten halbiert, in deren Durchschnitts- 
punkt die Kraft angreift. Alle Spannungen werden gleich 
grofs, und man hat, wenn T die Spannung, P eine ' der 
Kräfte und 2v den entsprechenden Polygon Winkel be- 
deutet: 

p = 2rcosr. 

Im übrigen gelten die für den vorigen Fall bewiese- 
nen Sätze auch hier, da ein Theil des Polygons auch jetzt 
als ein starres System betrachtet werden kann, sobald die 
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weggeschnitteDen Kräfte durch die Spannangen der durch 
scbnitteDen Seilstücke ersetzt werden. 



Biegsame Fäden. 

89«. Ein Faden beifst vollkommen biegsam, wenn 
jede Kraft, welche auf denselben in einer Bichtung wirkt, 
die nicht in die Tangente fällt, die Form des Fadens ver- 
ändert. Auf die Elemente eines solchen unausdehnbaren 
Fadens mögen Kräfte wirken, welche, ebenso wie die 
Schwerkraft, der Masse proportional sind. Dichtigkeit und 
Querschnitt des Fadens können von Funkt zu Punkt 
variieren, aber da man sich den Querschnitt unendlich 
klein denkt, so kann man den veränderten Querschnitt 
durch eine veränderte Dichtigkeit ersetzen und braucht 
also nur diese zu betrachten. Diese sei p im Punkte 
(^1 ^« ^)t während der Querschnitt constant ist. 

X, r, Z mögen die Componenten der Kraft sein, 
welche die Masse angreifen würde, die in einer Faden- 
länge 1 mit der Dichtigkeit 1 enthalten ist, sobald diese 
im Punkte (o;, ^, z) vereinigt wäre. Auf das Element da 
wirkt dann eine Kraft mit den Componenten 

pXds^ p Ydsy pZds. 

Das Element kann als frei betrachtet werden, wenn man 
die Spannungen in den Endpunkten desselben hinzufügt. 
T sei die Spannung im Punkte (x, y, z)\ da diese die 
Bichtung der Tangente hat, so hat sie die Componenten 

^dx_ ^dy^ ^dz^ 
ds^ ds^ ds 

welche, wenn man den Coordinaten die Zunahmen dx, 
dy, dz ertheilt, die Zunahmen 
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i^'^y i^i)' ^(4) 

erhalten. Da die Spannungen in den Endpunkten des 
Elements entgegengesetzte Richtungen haben, so müssen 
diese Zunahmen und die auf das Element wirkenden äufseren 
Kräfte sich das Gleichgewicht halten; die Gleicbgewichts- 
bedingungen sind deshalb: 



d{T^\-\-pXd8 = 0, 



(39) 



+ pZds =- 0, 

welche in Verbindung mit den gegebenen geometrischen 
Bedingungen die Gleichgewichtsfigur und die Spannung 
bestimmen. 

90. Eine andere Form für die Gleichgewichts- 
bedingungen erhält pian, wenn man die Kräfte nach der 
Tangente, der Hauptnormale und der Nebennormale zer- 
legt. Projiciert man auf die Tangente, so erhält man für 
die Zunahme der Spannung dT, da man durch die An- 
nahme, dafs die Spannungen in den beiden Endpunkten 
beide in die erste Tangente fallen, nur verschwindend 
kleine Glieder, unberücksichtigt läfst. -Projiciert man nun 
auch die Componenten der äufseren Kraft auf die Tan- 
gente, so erhält man die erste Gleichgewichtsbedingung 

dT+p(Xdx + Ydy + Zdti) =f 0, (40) 

die man auch dadurch ableiten kann, dafs man die Glei- 
chungen (39) beziehungsweise mit -j-, ^i ^ multipli- 
ciert und dann addiert, indem man die aus 



(S)'+©'+(i)*= 



1 
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durch Differentiation erhaltene Gleichung 

dx , fdx \ ^y d(^y\ I ^d[—\ 

ds \d8 ) da \d8 / da \ds ) 
benutzt. Projiciert man auf die Hauptnormale, so erhält 
man, wenn f> den Contingenzwinkel , R die Besultante 
von X, Y, Z und v deren Winkel mit der Tangente 
bedeutet: 

2Tsin^ + pRsinvd8 = 0, 

worin 

2 8in-^ = f und ds = r^, 

wenn r der Krümmungsradius ist. Die Gleichgewichts- 
bedingungen werden dann: 

— + pR8mv = 0. (41) 

r * 

Giebt man (40) die Form: 

dT + pRcosvds = 0, (42) 

so erhält man hieraus: 

diese Gleichung läfst sich auch aus den Gleichungen (39) 
ableiten, wenn man deren letztes Glied transponiert, qua- 
driert und addiert. 

Durch Frojection auf die Nebennormale fallen die 
Spannungen fort, da dieselben in der osculierenden Ebene 
liegen. Die Gleichung, welche man erhält, drückt deshalb 
aus, dafs R auch in der osculierenden Ebene der Curve 
liegen mufs. Bezeichnet man die CoefGcienten der Glei- 
chung der osculierenden Ebene mit A, B, 0, so wird die 

Gleichung : 

AX+BY+CZ = 0, (44) 

dT 

die sich aus (39) durch Elimination von T und -^ ableiten 
läfst. 
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91. Ist 

r 

p[Xdx'\' Ydy + Zdz) 

das vollständige Differential einer Function ip(x, y, z), so 
erhält man aus (40): 

T—Tq = <p(XQ,yQ,ZQ) — f(x,y,z), 

wenn T^ die Spannung in (x^, y^, z^) bedeutet. Die 
Spannuifg wird constant, sobald 

Xdx + Ydy + Zdz = 0, 

das heifst, sobald R normal zur Curve ist. Dieser Fall 
tritt z. B. ein, wenn der Faden über eine glatte Fläche 
gelegt ist und gespannt gehalten wird z. B. durch Ge- 
wichte, welche in seinen Endpunkten aufgehängt sind. 
Diese Gewichte müssen dann gleich grofs sein und die 
constante Spannung angeben, während der Druck auf ds 
bestimmt wird durch (41): 

Tds 
r 

Da R, also die Normale der Fläche, für jeden Punkt in 
die osculierende Ebene des Fadens fällt, so wird der Faden 
eine geodätische Curve auf der Fläche. 



Die Kettenlinie. 

92. Die Kettenlinie ist die Curve, welche von einem 
homogenen, in seinen Endpunkten aufgehängten Faden 
gebildet wird, auf den nur die Schwerkraft wirkt. 

Da die wirkenden Kräfte parallel sind, so ist die 
Curve eben; man nehme ihre Ebene zur rr^- Ebene, die 
F-Axe senkrecht und positiv nach oben. Das Gewicht 
einer Längeneinheit des Fadens sei //; dann ist 

Z = 0, r=— ;/, Z=-0, « = 0, 
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wodurch die Gleichungen (39) die Form annehmen: 

hieraus erhält man durch Integration: 

^ ds ""' ^ da -^^ + ^1' 
während man aus dem Ausdruck für dT (40) erhält: 

T = fxy + c^. 
Die Projection der Spannung auf die a;-Axe ist also con- 
stant. Rechnet man x und s vom tiefsten Funkte der 

Curve an, wo also -- = l, -^ = 0, so wird c, = 0, 

und c wird die Spannung in dem tiefsten Funkt. Setzt 
man ferner 

und legt nian die Abscissenaxe im Abstände a unter dem 
tiefsten Punkt, so wird c^ = 0, und die Gleichungen sind : 

woraus 

y^ ^ 8^+ aP- (46) 

und 

hieraus erhält man durch Integration: 



l 
oder 



(Ä+l/'+(Ä)')-=^'- 



dx 

wo die Integrationsconstante dadurch bestimmt ist, dafs 
für aj = entsprechend j^ = ist. Aus der gefundenen 
Gleichung folgt durch Division 



i/i+(i)'-ä= 



e 



X 

a 
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so dafs man erhält: 



7 X X "t XX 

mitbin : 

wovon die erste die Gleichung der Eettenlinie ist, während 
die zweite die Bogenlänge bestimmt. 

03. Die Kettenlinie . hat viele einfache geometrische 
Eigenschaften; so zeigt (46), dafs die Bogenlänge auf 
einfache Weise von der Ordinate abhängt, und ebenso 
wurde gefunden, dafs dieselbe dem BicbtungscoefBcienten 
der Tangente proportional ist. Von anderen Eigenschaften 
sei noch die erwähnt, dafs Krümmungsradius und Normale 
gleich grofs und entgegengesetzt sind, welcher Satz sich 
leicht aus. den gefundenen Gleichungen ableiten läfst. 

94. Sind die Aufhängungspunkte und die Länge des 
Fadens gegeben, so kann man a und dadurch die Curve 
bestimmen. Die Länge des Fadens sei l, während d der 
horizontale, b der verticale Abstand der Punkte ist; man 
hat dann, wenn man die Abscissen der Punkte mit a und 
«1 bezeichnet: 

bestimmt man hieraus l + b und l — &, so erhält man: 

so dafs a bestimmt wird aus der transcendenten Gleichung 

l± -±\ ^ - 
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e^-iT« 



oder für d >=• 2a^ nnd W« — *« = dk, 

20 =*• (^) 

Da 7* — J*>d* sein mufs, so mufs Ar > 1 sein. 
= giebt A = 1 , a == oo . Die Curve ist in diesem 
Falle eine gerade Linie. Weicht die Curve nur wenig von 
einer geraden Linie ab, ist also klein, so kann man 
die linke Seite von (48) in eine Beihe. entwickeln nnd die 
ersten Glieder benutzen. Für gröfsere Werthe von k mufs 
man die Gleichung näherungsweise durch Versuche auflösen. 

Die Hängebrückenlinie. 

95. Ist eine Brücke ah einer Kette aufgehängt, so 
darf man annehmen, dafs das Gewicht, welches ein Bogen- 
stück der Kette trägt, der horizontalen Projection des 
Bogenstücks proportional ist. Trägt die Einheit der Ketten- 
länge das Gewicht yu, und sieht man ab von dem eigenen 
Gewicht der Kette, so erhält man die Gleichungen : 



folglich : 



^(4)-»^ 44)="^^ 



'■$-■'. T^-,"'. ^-I^"' 



da äs ^ ^ dx 

wenn die ^-Axe durch den tiefsten Punkt gelegt wird; 
hieraus erhält man: 

wenn der tiefste Funkt zum Anfangspunkt genommen wird. 
Die* Gleichgewichtsfigur ist also eine Parabel mit verticaler 
Axe. Um diese Parabel zu bestimmen, wenn man die 
Länge und die Aufhängungspunkte der Kette kennt, mufs 



106 



man eine sehr zusammengesetzte transcendente Gleichung 
auflösen. 

Anwendungen. 

91. Auf einen in zwei Funkten aufgehängten Faden 
wirken Kräfte, welche sämtlich durch einen festen Funkt 
gehen; beweise, dafs das Froduct aus der Spannung und 
ihrem Abstände von dem festen Funkte constant ist. 

92. Bestimme die Oleichgewichtsfigur eines Fadens, 
auf den die Schwerkraft wirkt, wenn die Spannung in 
einem constanten Verhältnis zur Dichtigkeit des Fadens 
steht. 

93. Ein schwerer homogener Faden geht über eine 
Bolle und trägt in jedem Endpunkte ein Gewicht G. Be- 
stimme die Spannung. 

94^ Von einem Bogenstück eines aufgehängten 
schweren Fadens kennt man den Schwerpunkt, den einen 
Endpunkt und die Tangente in dem anderen Endpunkt. 
Wie 'construiert man die Tangente an den bekannten End- 
punkt? 

95. Ein horizontaler Kreiscylinder vom Gewichte 
wird von einem elastischen Faden getragen, der um den- 
selben gelegt ist, und der, wenn man ihn nicht ausdehnt, 
gerade um den Cylinder herumreicht. Der Faden würde 
die doppelte Länge erhalten, wenn seine Spannung 1000 & 
betrüge. Bestimme die Spannung. 

96. Ein schwerer homogener Faden ist an zwei 
Funkten in derselben Höhe befestigt, und die Spannungen 
in diesen Funkten sind gleich dem Gewichte des Fadens. 
Bestimme die Richtung der Tangenten in diesen Funkten, 
sowie das Verhältnis zwischen der Länge des Fadens und 
der Entfernung der Aufhängungspunkte. 



107 



97. Wie ändert sich die Dichtigkeit und die Span- 
nung in einem Faden, wenn die Gleichgewichtsfigur eine 
Cycloide mit senkrechter Axe ist? 

98. Auf einer glatten Kugel liegt ein schwerer elasti- 
scher Bing horizontal. Bestimme die Gleichgewichtslage. 

99. Wie bestimmt man die Spannung in einem Fa- 
den, wenn die Kräfte,, welche auf denselben wirken, gegen 
einen festen Punkt gerichtet sind und allein vom Abstände 
von diesem Punkte abhängen? 
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NEUNTES KAPITEL. 

tTber Reibung. 



96. Bis hierher wurde vorausgesetzt, dafs eine Ober- 
fläche durch ihren Widerstand nur normal gerichtete Kräfte 
aufheben könne. Die Oberflächen natürlicher Körper sind 
indessen mehr oder weniger rauh und bilden dadurch ein 
Hindernis auch gegen Bewegungen in tangentialer Bich- 
tung. Man kann sich deshalb die Fläche glatt denken, 
wenn man eine Kraft in der Tangentialebene hinzufügt, 
welche gleich und entgegengesetzt der Kraft ist, welche 
durch den Reibungswiderstand aufgehoben wird. Diese 
Kraft hat dann die Besonderheit, dafs sie nur hervor- 
gerufen wird, wenn sie gebraucht werden soll um eine 
tangentiale Bewegung zu verhindern, und dafs sie inner- 
halb einer gewissen Grenze jede hierzu nothwendige Gröfse 
und Bichtung annehmen kann. Die Bestimmung dieser 
Grenze ist deshalb nothwendig, sobald der Beibungswider- 
stand in Betracht kommt bei der Bestimmung einer 
Gleichgewichtslage. Aus der Katnr des Widerstandes folgt 
dann zugleich, dafs man keine bestimmte Gleichgewichts-: 
läge erhält, sondern dafs Gleichgewicht stattfindet in allen 
Lagen innerhalb gewisser Grenzen, welche den Lagen ent- 
sprechen, in denen der Reibungswiderstand so grofs ist wie 
er sein kann. 



109 



Versuche, welche zuerst von Coulomb ausgeführt 
sind, haben gezeigt, dafs das Maximum des Beibungs- 
widerstandes nur abhängig ist von der physischen Be- 
schaffenheit der Oberflächen und von dem normalen Druck, 
welchen dieselben auf einander ausüben. Diesem Drucke 
ist der Beibungswiderstand proportional; bedeutet P den 
Druck , so kann man den Beibungswiderstand gleich fj. P 
setzen, wo ;u, der Beibungscoefficient, eine von der 
Natur der Oberflächen abhängige Constante ist. Im be- 
sonderen ist zu beachten, dafs der Beibungswiderstand 
unabhängig ist von derGröfse der Berührungsflächen und, 
wenn die Körper in Bewegung sind, von der Geschwindig- 
keit. Diese Gesetze sind ganz sicher nicht von absoluter 
Geltung, doch sollen dieselben hier als geltend angenommen 
werden. Wegen einer genaueren Untersuchung mufs auf 
die Lehre von den Maschinen verwiesen werden. 

97. Der gröfste Winkel, welchen eine Kraft, die von 
dem Widerstände der Oberfläche aufgehoben wird, mit 
der Normalen bilden kann, heifst der Beibungswinkel. 
Bezeichnet man diesen mit v, so läfst sich die Kraft P in 
eine normale Gomponente P cos v und eine tangentiale 
Componente P sin t? zerlegen. Die letztere wird durch den 
Beibungswiderstand aufgehoben, während die erstere^den 
normalen Druck darstellt; man hat deshalb l 

/jlP cos V = Psinv oder fj. = tgv, 
woraus hervorgeht, dafs der Beibungswinkel nur vom 
Beibungscoeiflcienten abhängig ist, und dafs die Grenz- 
lagen derjenigen Kräfte, welche durch die Fläche aufgehoben 
werden, eine Botationskegelfläche um die Normale als Axe 
bilden. Sobald ein Körper, welcher auf einer schiefen 
Ebene ruht, gerade im Begrifi* steht zu gleiten, so ist die 
Neigung der schiefen Ebene gleich dem Beibungswiqkel, 
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denn die gesamte Beaction der Ebene mufs dem Gewichte 
gleich und entgegengesetzt sein. Daraas ergiebt sich ein 
einfaches Mittel fQr die practische Bestimmung yod Bei- 
bungscoefficienten. 

Oft ist es unmittelbar einleuchtend, in welcher Sich- 
tung die Bewegung ihren Anfang nehmen würde, wenn sie 
nicht durch den Beibungswiderstand verhindert würde, and 
man kennt dann die Bichtung desselben; im allgemeinen 
ist indessen auch die Bichtung unbekannt. Auch Curven 
kann man sich rauh denken. Man sieht leicht, dafs die Äxe 
des Beibungskegels hier mit der Tangente der Curve zu- 
sammenfällt und dafs die Hälfte des Winkels an seiner Spitze 
das Gomplement^ des Beibungswinkels ist. Die Bichtungen 
derjenigen Kräfte, welche aufgehoben werden können, 
fallen hier nicht wie oben innerhalb des Kegels, sondern 
aufserhalb desselben. 

Wenn in den folgenden Anwendungen von der Gleich- 
gewichtslage gesprochen wird, so ist die Grenzlage ge- 
meint. Der BeibuDgscoefßcient ist überall als bekannt 
vorausgesetzt. 

Anwendungen. 

100. Ein schweres Massentheilchen ruht auf einer 
rauhen Kugel; bestimme die Gleichgewichtslage. 

101. Ein materieller Hebel kann sich um eine Axe 
drehen, welche etwas kleiner ist als das Loch, durch 
welches sie geht. Auf denselben wirken zwei Kräfte in 
einer auf der Axe senkrechten Ebene. Bestimme die 
Gleichgewichtslage. 

Betrachtet man einen durch die beiden Kräfte ge- 
legten ebenen Schnitt, so mufs die Besultante der beiden 
Kräfte durch den Berührungspunkt der beiden Kreise gehen 
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und mit der gemeinschaftlichen Normale derselben den 
Beibungswinkel bilden. Dadurch bestimmt man die beiden 
Grenzen für die Gleichgewichtslagen. 

102. Ein homogener Kreiscylinder steht auf einer 
horizontalen Ebene. Ein Eräftepaar versucht den Cy- 
linder um seine Äxe zu drehen; wie grofs ist das Mo- 
ment desselben, wenn eine kleine Vergröfserung Bewegung 
hervorrufen würde? Es wird vorausgesetzt, dafs der Druck 
gleichmäfsig auf die Ünterstützungsfläche vertheilt sei. 

Bedeutet p die Dichtigkeit, so wird der Druck auf 
das Element (für Polarcoordinaten) pghrdrdO, worin h die 
Höhe des Cylinders ist. Der Reibungswiderstand wirkt 
senkrecht zum Radius und hat mit Beziehung auf die 
Axe das Moment ixpghr^drdd, woraus, wenn die Integra- 
tion mit Beziehung auf ausgeführt wird, das Moment 
27cppghr^dr folgt. Das gesuchte Moment ist deshalb, 
wenn a den Radius des Cylinders bedeutet: 

27r/apgh\r^dr = ^/laG^ 

wenn G das Gewicht des Cylinders ist. 

103. Ein homogener Stab von der Länge 21 und 
dem Gewichte O stützt sich mit seinem einen Endpunkt 
A auf eine horizontale, mit dem anderen Endpunkt B 
gegen eine verticale Ebene. Die Reibungscoefficienten sind 
ja und fi^. Bestimme die Gleichgewishtslage. 

X und Y mögen die Drucke tb B und A sein, v 
der Winkel des Stabes mit der horizontalen Ebene; man 
erhält dann durch ProjeUion: 

O = Y + fi.X; X^pY, 

und, wenn man die Momente mit Beziehung auf A 
nimmt, 
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2lXsinv + 2liiiXco^v = IQ cos v, 
wodurch X, Y und v bestimmt sind. 

104. Ein homogener Cylinder steht auf einer schie- 
fen Ebene, deren Neigung beständig vergröfsert wird. 
Man bestimme das Verhältnis zwischen Badius und Höhe, 
wenn der Cylinder gleichzeitig umzufallen und zu gleiten 
beginnt. 

105. Bestimme Gröfse und Bichtung der kleinsten 
Kraft, durch welche ein Gewicht O eine schiefe Ebene 
von der Neigung v hinauf bewegt werden kann. 

106. Zwei Gewichte, O und Ö^, befinden sich im 
Gleichgewicht auf einer schiefen Ebene, indem sie durch 
einen der schiefen Ebene parallelen Faden mit einander 
verbunden sind. Die Beibungscoefficienten sind fi nui, /jli. 
Bestimme die Neigung der schiefen Ebene. 

107. Zwei gleiche rechtwinklige Parallelepipeden 
ruhen jedes mit einer Kante auf einer rauhen wagerechten 
Ebene, während das eine mit- einer Seitenfläche auf einer 
Seitenfläche des anderen ruht. Bestimme die Gleich- 
gewichtslage. (Die Seitenflächen sind glatt.) 

108. Ein Faden ist so um einen rauhen Cylinder 
gelegt, dafs er eine Schraubenlinie bildet. Bestimme das 
Maximum der Steigung für diese. 

109. Ein Wagen beflndet sich im Gleichgewicht auf 
einer schiefen Ebene vermöge der Beibung zwischen Bad 
und Axen. Bestimme die Neigung der schiefen Ebene. 
Die Bäder tragen gleich viel, und von ihrem eigenen Ge- 
wicht wird abgesehen. 

110. Zwei gleich grofse Kreiscy linder liegen auf 
einer horizontalen Ebene, so dafs sie sich längs einer 
Seitenlinie berühren. Dieselben tragen einen dritten ähn- 
lichen Cylinder, der sie längs den Seitenlinien berührt. 
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Bestimme die Keibungscoefficienten für Cylinder und Cy- 
licder, und für Cylinder und Ebene, wenn gerade Gleich- 
gewicht stattfindet. 

111. Eine Luke, welche etwas aufgehoben ist, ruht 
auf der Kante einer anderen ähnlichen Luke. Kann man 
die letztere aufheben (und dadurch zugleich die erste)? 
Von der Beibung in den Hängen wird abgesehen. 
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ZEHNTES KAPITEL 

Princip der virtuellen Creschwindigkeiteii. 



98. Denkt man sich den Angriffspunkt einer Kraft 
P um ein Stück m in einer Richtung verschoben, welche 
mit der Richtung der Kraft den Winkel a bildet, so ver- 
steht man unter dem virtuellen Moment der Kraft 

das Product 

Pm cos«, 

oder das Product aus der Kraft und der Projec- 
tion der Verschiebung auf die Richtung der 
Kraft. 

Ist der Punkt frei und wirken auf denselben mehrere 
Kräfte, so ist, wie oben gezeigt wurde, in der Gleich- 
gewichtslage : 

i^Pcos a = 0, 

worin die Winkel a die Winkel bedeuten, welche die 
Kräfte mit einer beliebigen Richtung bilden. Mültipliciert 
man diese Gleichung mit nty so kann man den Satz 
folgendermafsen ausdrücken : 

Befindet sich ein freier Punkt im Gleich- 
gewicht^ so ist die Summe der virtuellen 
Momente der Kräfte Null für eine beliebige 
Verschiebung. 

Es macht also keinen wesentlichen Unterschied ob 
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man den Punkt um das Stück m in einer gewissen Bich- 
tuDg verschiebt, oder ob man die Kräfte auf diese Sichtung 
projiciert. In beiden Fällen ergeben sich Gleichungen, 
welche, mit Ausnahme des Faktors «n, identisch sind, und 
in beiden Fällen kann man nur drei von einander unab- 
hängige Gleichungen bilden; umgekehrt geben drei solche 
Gleichungen die ausreichenden Gleichgewichtsbedingungen. 

Ist kein Gleichgewicht vorhanden, so kann. man Gleich- 
gewicht liervorbringen durch Hinzufügung einer Kraft, 
welche der Eesultante gleich und entgegengesetzt ist; da 
nun die Bedingungen für das Gleichgewicht erfüllt sind, 
so hat man: 

Das virtuelle Moment der Besultante ist 
gleich der Summe der virtuellen Momente der 
Componenten für jede Verschiebung. 

Da die Gröfse von m beliebig ist, so kann man m 
unendlich klein machen; man kann dann, wenn man ein 
rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde legt, mit dem 
Angriffspunkte (x^ y, 2;) eine beliebige Verschiebung da- 
durch vornehmen, dafs man den Coordinaten die Ver- 
änderungen 8x^ '3y^ dz ertheilt. Ersetzt man nun die 
wirkenden Kräfte durch drei Kräfte JST, F, Z, welche in 
der Eichtung der Axen wirken, so werden die virtuellen 
Momente derselben beziehungsweise Xdx, Y8y, Z8z^ so 
dafs man für das Gleichgewicht die Bedingung erhält: 

JL8x + Ydtj + Z& =- 0; (49) 

diese Gleichung ist nicht nur eine nothwendige, sondern 
auch eine ausreichende Bedingung für das Gleichgewicht, 
denn da die Verschiebungen ganz willkürlich sind, so sind 
dx, dy und dz unabhängig von einander, und der Gleichung 
kann deshalb nur genügt werden durch: 

Z = 0; F=0; Z=0. 

8* 
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99. Ist der Punkt an eine glatte Fläche oder Carve 
gebunden, so kann man diese fortnehmen, wenn man ihre 
Keactionen hinzufügt. Die oben stehende Gleichung ist 
dann auch in diesem Falle die nothwendige und aus- 
reichende Gleichgewichtsbedingung, enthält aber die un- 
bekannten Drucke. Nimmt man indessen nur die Ver- 
schiebungen in der Fläche oder in der Curve vor, also 
normal zu den unbekannten Drucken, so ist das virtuelle 
Moment dieser Drucke gleich Null, und die Gleichung ist 
von ihnen befreit. Nun kann aber, wenn der Funkt in 
einer gegebenen . Fläche verschoben wird, eine von den 
Verschiebungen 8x, 8y^ dz linear durch die beiden anderen 
ausgedrückt werden, und (49) theilt sich deshalb nur in 
zwei Gleichungen; wird der Punkt auf einer gegebenen 
Curve verschoben, so kann, man zwei Verschiebungen fort- 
schaffen, und man erhält nur eine Gleichung; da man 
indessen im ersten Falle die Gleichung der Fläche, und 
im zweiten die beiden Gleichungen der Curve hat, so bat 
man in allen Fällen die drei nothwendigen Gleichungen. 
Also: Für einen gebundenen Punkt liefert das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten die 
nothwendige und ausreichende Gleichgewichts- 
bedingung, wenn man eine willkürliche kleine 
Verschiebung in der Fläche oder Curve vor- 
nimmt, an welche der Punkt gebunden ist. 
Wünscht man zugleich den Druck bestimmt, so mufs man 
dem Punkt eine Verschiebung von der Fläche oder Curve 
weg ertheilen. 

Die Methode stimmt noch ganz mit der früher an- 
gewandten überein. Die willkürliche , Verschiebung in der 
Fläche entspricht der Projection der Kräfte auf zwei Linien 
in der Tangentialebene, die Verschiebung in der Curve der 



117 



Projection auf die Tangente der Curve, und es wurde 
früher gezeigt, dafs diese Projectionen die zur Lösung des 
Problems nothwendigen Gleichungen liefern, wenn man die 
Drucke nicht zu bestimmen wünscht. 

100. Nun soll ein System von Punkten betrachtet 
werden, auf welche Kräfte einwirken, und welche sich frei 
oder auf glatten Flächen oder Curven bewegen, und welche 
durch Fäden, Stäbe oder dergleichen verbunden sind. Man 
kann dann diese Verbindungen fortnehmen, wenn man ihre 
Spannungen einführt, und man erhält dann, wenn man 
auf jeden Punkt für sich das Princip der virtuellen Ge- 
schwindigkeiten anwendet, die nothwendigen und aus- 
reichenden Gleichgewichtsbedingungen. Unter diesen finden 
sieb indessen die unbekannten Spannungen, und diese 
kommen zwei Male mit derselben Gröfse und entgegen- 
gesetzter Bichtung vor, je nachdem man den einen oder 
den anderen Endpunkt eines Stabes betrachtet. Noch 
findet sich keine Abhängigkeit zwischen den Gröfsen der 
Verschiebungen, welche den einzelnen Punkten ertheilt 
werden, und es soll deshalb untersucht werden, ob sich 
hier eine solche Abhängigkeit wählen läfst, dafs man da- 
durch vor der Einführung der unbekannten Spannungen in 
die Gleichungen bewahrt bleibt. 

Es möge also der 3tab oder Faden, welcher die Punkte 
{x^ y, z) und (x^, y^, z^) verbindet, die Länge l haben 
und mit den Axen die Winkel a, ß, y bilden, und in 
beiden Endpunkten möge eine Kraft T angreifen, in der 
Richtung des Stabes, aber mit entgegengesetzten Richtun- 
gen für die beiden Punkte. Verschiebt man den Stab, so 
dafs die Coordinaten seiner Endpunkte die Veränderungen 
dx, 3y, (^9 und dx^^ dy^, dz^ erfahren, so wird die Summe 
der virtuellen Momente der beiden Kräfte: 
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Tcoa a {dx — dx i) + Tc<i8ß{dy—3yi) + Tcoari^i—^i) 
= 1»^=^ idx-Sx,) + T^-^ {3y-8!/,) + T^ (Sz-dz,), 
aber: 

(x - x,)^ + (y - yi)' + (« - ^iV = l\ 

woraus: 
(a;-Xi) [dx^Sx^) + (y-yi) (8y-dy^) + (« -«J (&— ^«J = W/, 

wobei die Möglichkeit, dafs der Faden oder der Stab elastisch 
ist, mit in Betracht gezogen ist. Man erhält also für die 
Summe der virtuellen Momente: 

T81, 
und diese ist Null, sobald der Stab seine Länge behält. 

Hieraus folgt, dafs, wenn man auf die oben angegebene 
Weise Gleichungen durch Verschiebungen der einzelnen 
Punkte bildet, die in diesen Gleichungen vorkommenden 
Spannungen durch Addition der Gleichungen eliminiert 
werden, sobald man die Verschiebungen der einzelnen 
Punkte derartig von einander abhängen läfst, dafs die 
Längen der Fäden oder Stäbe, längs welchen die Span- 
nungen wirken, unverändert bleiben. Das läfst sich immer 
erreichen, sobald es sich um unelastische Stäbe handelt, 
da das System sonst unbeweglich sein müfste; dagegen 
kann es sich ereignen, dafs elastische Fäden oder Stäbe 
ihre Länge verändern müssen, wenn die Bewegung die 
übrigen Bedingungen erfüllen soll, und in diesem Falle 
erhält die Gleichung Glieder von der Form Tdl. Das 
Princip der virtuellen Geschwindigkeiten liefert indessen 
auch in diesem Falle die ausreichenden Gleichgewichts- 
bedingungen, da die Spannung eines elastischen Fadens 
eine bekannte Funktion von der Länge des Fadens ist, so 
dafs die hinzugekommenen Glieder keine neue Unbekannte 
hinzufügen. 
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101. Noch eine Verbindung bleibt zu betrachten übrig, 
da das System glatte Körper enthalten kann, welche sich 
berühren. Im Berührungspunkte hat man dann zwei gleiche 
und entgegengesetzte Drucke; die Summe der virtuellen 
Momente von diesen ist Null, wenn die Flächen wenig 
auf einander gleiten oder rollen, denn die Frojection der 
Verschiebung des Angriffspunktes auf die Richtung der 
Kraft ist unendlich klein von höherer als der ersten Ord- 
nung. Die Drucke in den Berührungspunkten verschwinden 
deshalb aus der Gleichung, welche durch eine solche vir- 
tuelle Verschiebung gebildet wird, durch welche die Flächen 
fortfahren sich zu berühren. 

Nun läfst sich der allgemeine, unter dem Namen des 
Frincips der virtuellen Geschwindigkeiten be- 
kannte Satz aufstellen: 

Befindet sich ein System im Gleichgewicht, 
so ist die Summe der virtuellen Momente der 
wirkenden Kräfte Null für jede Verschiebung, 
welche mit den gegebenen geometrischen Ver- 
bindungen verträglich ist, und umgekehrt. Unter 
die wirkenden Kräfte mufs man dann die Spannungen in 
elastischen Stäben oder Fäden rechnen, wie oben ge- 
zeigt wurde. 

Sind die geometrischen Bedingungen durch Gleichungen 
zwischen den Coordinaten der Angriffspunkte x, y^ z, x^, 
y^, Zi . . . . gegeben, so giebt jede solche Gleichung, 
w = 0, eine Relation zwischen den Verschiebungen von 
jler Form: 
du ^ . du ^ du ^ du ^ du 

Jede solche Gleichung dient dann zur Elimination von 
einer der Verschiebungen; dadurch wird die Anzahl der 
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Oleicbungen, welche mittels des Princips der virtuellen 
Geschwindigkeiten gebildet werden, um 1 vermindert, aber 
diese Gleichung wird durch u =^ ersetzt, so dafs die 
Anzahl der Gleichungen auch jetzt gleich der Zahl der 
Unbekannten ist. 

102. Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 
nimmt eine besonders einfache Form an, sobald keine 
anderen Kräfte als die Schwerkraft wirken. Ist Ok das 
Gewicht eines beliebigen von den beweglichen Körpern und 
(a?*, y*, «*) sein Schwerpunkt {z vertical), so giebt das Princip 
der virtuellen Geschwindigkeiten: 

lOkdZj: = 0, 

aber : 

^OkZk = ^^Gk, 

worin C die «-Coordinate für den Schwerpunkt des ganzen 

beweglichen Systems bedeutet; hieraus folgt: 

IGkdzk = dCIGk. 
folglich : 

5C=0, 

woraus hervorgeht, dafs der Schwerpunkt des Systems von 

den möglichen Lagen, die er einnehmen kann, in den 

Gleichgewichtslagen eine Maximums- oder Minimumslage 

einnehmen wird. 

103. Die voranstehende Entwickelung gilt nur für 
glatte Körper, denn wenn Beibungswiderstand vorhanden 
ist wird eine Verschiebung in der Tangentialebene wohl 
die normale Beaction fortschaffen, aber nicht den davon 
abhängigen Beibungswiderstand. Man kann indessen eine 
solche Verschiebung wählen, dafs sowohl der Druck als 
auch der Beibungswiderstand verschwinden, da man in 
einer Bichtung verschieben kann, welche senkrecht auf der 
Besultante dieser beiden Kräfte steht, das heifst in einer 
Bichtung, welche mit der Tangentialebene den 
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Keibnngswinkel bildet. Mit dieser Veränderung be- 
hält das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten seine 
Gültigkeit. 

Als Beispiel möge ein Stab AB betrachtet Vrerden, 
der sich gegen eine senkrechte und eine wagerechte Ge- 
rade stützt, und die Länge 21 und das Gewicht O hat. 
Die Beibungscoefficienten in A und B sind beziehungs- 
weise fjL und //i.. 

Die beiden Geraden seien die Coordinatenaxen. Da 

A und B diese Linien bei der Verschiebung verlassen, ^o 

bezeichne man sie. mit (x, y) und {x^, ^J. Man erhält 

dann durch eine Verschiebung: 

3y = ji8x; dxi = —fJiiSt/i, 
aber aus: ' 

(x - x,y + (y - y,y « 4^2 

erhält man: 

{x — ^i)(Sx-8x,) + {y--y,)(dy-dy,) = 0, 
so dafs 

tav = ^""y^ = ^^ - ^^i 

worin v den Winkel des Stabes mit der a;-Axe bedeutet; 
nun ergiebt das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten: 

0{dy + dy,) = 0, 
und man erhält dann: 



tgt? 



1 — Ml 



2^ ' 
wodurch die Gleichgewichtslage bestimmt wird. 

Anwendungen. 

112. Zwei elastische Fäden sind als Diagonalen in 
einem Parallelogramm ausgespannt, welches Gelenke in den 
Ecken hat. Bestimme das Verhältnis zwischen den beiden 
Spannungen. 
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Sind die Diagonalen / und l^, die Spannungen T und 
7^, 80 erhält man durch eine Bewegung, welche den Längen 
der Diagonalen die Zunahmen dl und dl^ ertheilt: 

Tdl+T,dl^ = 0. 
Sind die Seiten a und &, so hat man: 

/2 -f l^ = 2a2 + 2i2, also Idl + /irf/^ = 0. 
Die Spannungen verhalten sich deshalb wie die Längen 
der Fäden. 

HS. Ein Stab vom Gewichte Q stützt sich gegen 
eine senkrechte und eine wagerechte Linie und wird im 
Gleichgewicht gehalten durch einen Faden von der Länge l, 
der von dem Durchschnittspunkt der beiden festen Linien 
an einen solchen Punkt des Stabes geht, dafs dessen oberer 
Abschnitt a, dessen unterer h ist. Bestimme die Spap- 
nung und die Drucke. 

Läfst man den Stab a + b ein wenig auf den beiden 
festen Linien gleiten, so erhält man: 

Tdl+Ody = 0, 
worin T die Spannung und y die Höhe des Mittelpunkts 
des Stabes bedeutet. Auf geometrischem Wege läfst sich 
nun leicht eine Gleichung zwischen /, y und constanten 
Gröfsen ableiten. Durch Differentiation dieser Gleichung 
bestimmt man das Verhältnis zwischen dy und dL Auf 
ähnliche Weise bestimmt man den Druck in dem einen 
Endpunkt des Stabes mittels einer kleinen Bewegung, durch 
welche l nicht verändert wird, während der andere End- 
punkt des Stabes auf der Linie gleitet, gegen welche er 
sich stützt. 

114. Zwei Stäbe, AB und 50, von der Länge l sind 
durch ein Gelenk in B mit einander verbunden. A liegt in 
einem festen Punkt, während C auf einer senkrechten Linie 
gleiten kann. Bestimme die Gleichgewichtslage. 
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Sind y und y^ die Höhen der Mittelpunkte der Stäbe, 

80 erhält man 

dy 4- dy^ = 0. 

Es seien v und v^ die Winkel der Stäbe mit einer hori- 
zontalen Linie; dann ist 

y == l^lsinv; y^ = ^sinv + i^sin t^i, 
so dafs die Gleichgewichtslage bestimmt wird darch: 

3 cos vdv -f cos v^dv^ = 0, 
nebst Z cos V + Z cos Vi = Const. 

115. Ein homogener Kegel kann sich in der umbe- 
schriebenen Kugel bewegen; bestimme die Bedingung 
dafür, dafs Gleichgewicht in allen Lagen stattfindet. 

Der Schwerpunkt des Kegels mufs während der Be- 
wegung constante Höhe haben, und da sein Abstand vom 
Kugelmittelpunkt constant ist, mufs er in den Kugel- 
mittelpunkt fallen. Dadurch bestimmt man leicht den 
Winkel an der Spitze des Kegels. 

116. Ein homogener Stab geht durch einen kleinen 
Bing und stützt sich gegen eine senkrechte Ebene. Be- 
stimme die Gleichgewichtslage und die Drucke. 

117. Zwei Massentheilchen von demselben Gewichte 
sind an eine Ellipse gebunden, deren grofseAxe senkrecht 
steht; dieselben sind durch einen Faden verbunden, der 
über eine kleine Bolle im oberen Brennpunkt läuft. Be- 
weise, dafs Gleichgewicht in jeder Lage stattfindet. 

118. Ein Stab stützt sich mit seinem unteren End- 
punkte gegen eine senkrechte Ebene; der obere trägt ein 
Gewicht und der Mittelpunkt des Stabes ist mittels eines 
Fadens mit einem festen Funkte verbunden ; bestimme die 
Gleichgewichtslage, Druck und Spannung. 

119. Ein Funkt, der an eine Ellipse gebunden ist, 
wird von den Brennpunkten angezogen. Die Anziehung 
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ist dem Quadrate des Abstandes umgekehrt proportional; 
bestimme die Gleichgewichtslage. 

120. Ein Stab ruht auf einer Carve in einer senk- 
rechten Ebene und stützt seinen oberen Endpunkt gegen 
eine senkrechte Linie. Bestimme dieCurve, wenn Gleich- 
gewicht stattfinden soll, einerlei in welchem Funkte der 
Stab die Curve berührt. 

121. Ein Punkt wird von zwei Punkten A und B 
mit einer Kraft angezogen, welche dem Abstände propor- 
tional ist. Der Punkt ist mittels eines Stabes mit* dem 
Mittelpunkte von AB verbunden, um welchen Punkt der 
Stab sich drehen kann. Bestimme die Gleichgewichtslage. 

122. Ein schweres Massentheilchen liegt auf einer 
Curve in einer verticalen Ebene und ist durch einen 
elastischen Faden, welcher auf der Curve liegt, mit einem j 
festen Punkte derselben verbunden. Bestimme die Curve | 
derartig, dafs Gleichgewicht in allen Lagen stattfindet. 

123. Löse die Aufgaben 61—66 mit Hülfe des Prin- 
cips der virtuellen Geschwindigkeiten. 
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ELFTES KAPITEL. 

"01)61 Anziehung. 



t04. Die Erfahrung lehrt, dafs alle Körper sich gegen- 
seitig anziehen, und dafs die Anziehung den Massen direct, 
aber dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional 
sei. Bezeichnet fi die Anziehung: zwischen zwei Theilchen 
nofit den Massen 1 und der Entfernung 1, so wird also die 
Anziehung zwischen zwei Theilchen mit den Massen dm 
und dm^ und der Entfernung r: 

dm dm^ 



•.2 

r 



Allgemeiner kann man sich eine Anziehung 

ju (p (r) dm dm ^ 
denken, worin <p(r) eine beliebige Function des Abstandes 
bedeutet. <p(r) heifst das Anziehungsgesetz. Hierunter 
kann auch Abstofsung einbegriffen sein. 

105. Anziehung eines dünnen homogenen prismati- 
sehen Stabes. Das angezogene Massentheilchen P möge 
die Masse 1 haben, während die Längeneinheit des Stabes 
die Masse m hat. Ein Element dx des Stabes äufsert 
dann eine Anziehung /zm^(r)<2a;. Man lege die Abscissenaxe 
auf den Stab und die Ordinatenaxe durch P, dessen Ab- 
stand vom Stabe ß heifsen möge. Die Componenten der 
Anziehung sind dann: 
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X ==^ /M»»\ — f W^^; y= — fim\ — (p(r)dx^ 



worin 



X 



t 



+ß 



2 



r*, also xdx = rdr, 



und die Integration auf die Länge des ganzen Stabes aus- 
gedehnt wird. Die Vorzeichen sind bestimmt durch die 
Richtungen der Componenten der elementaren. Anziehung. 
Mit Bücksicbt auf das folgende sei im besonderen die 
erste Componente hervorgehoben: 

worin 9^ die Function bedeutet, deren Abgeleitete y? ist, 
und worin r^ und r, die Abstände des Massentheilchens 
vom Endpunkte des Stabes' sind. Man sieht hieraus, dafs, 
wenn der Stab und das Anziehungsgesetz gegeben dind, 
die Componente der Anziehung in der Richtung 
des Stabes allein abhängig ist von den Abstän- 
den des Massentheilchens von den Endpunkten 
des Stabes. 

106. Die natürliche Anziehung einer homogenen 
Kugelschale. Eine Kugelschale, begrenzt von zwei con- 
centrischen Kugeln mit den Radien r und r-f-cfr, hat 

die Dichtigkeit p. Ein angezogener 
materieller Funkt von der Masse 
1 hat den Abstand a vom Kugel- 
mittelpunkte. Zwei Radien des in 
der Figur dargestellten Schnittes 
bilden mit a die Winkel (^ und 
0-\-dO. Diese Radien und die beiden Kreise begrenzen 
ein Element vom Flächeninhalt rdrdO, welches durch 
Drehung um a einen Ring von der Masse p. 27tr sin O.rdrdO 
beschreibt. I^ie Anziehungen der Elemente dieses Rin- 
ges bilden alle mit a einen Winkel, dessen cos. gleich 
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^2 _(_ 1^« y2 

^ ist, und der ganze Ring übt eine Anziehung 

nach a aus, welche gleich ist 

TCpur^dr —- ^ sinÖrfö, 

oder, da 

«2 = r^ + a* — 2ar cos ö, folglich wrfw = ar sin dd6^ 



TZpurdr u^ + a^ — r 



2 

- du. 



Die Gesamtanziehung, welche offenbar gegen den Kugel- 
mittelpunkt gerichtet ist, ist deshalb 



irpfirdr^f 



1 + 



Öj2 _ ,.2\ 



WO das Integral zwischen den Grenzen r — a und r -|- a 

zu nehmen ist, wenn der Punkt innerhalb, aber zwischen 

a — r und a + r, wenn der Punkt aufserhalb der Kugel- 

schale liegt. Im ersten Falle erhält das Integral den Werth 

Null, im zweiten den Werth 4r. Da nun ATzpr^dr die 

Masse der ganzen Kugelschale ist, so wird, wenn man 

diese mit m bezeichnet, die Anziehung in dem letzten 

Falle gleich 

pm 



4 1 



also ebenso grofs, als wenn die Masse der ganzen Kugel- 
schale im Kugelmittelpunkte vereinigt wäre. 

Hat die Kugelschale, eine endliche Dicke, und ist ihre 
Dichtigkeit nur abhängig von dem Abstände vom Kugel- 
mittelpunkt, so kann man dieselbe in unendlich dünne 
homogene Kugelschalen theilen, und dann auf diese die 
gefundenen Resultate anwenden. Dadurch erhält man fol- 
gende Sätze: 

Ein materieller Funkt ist innerhalb einer 
aus homogenen concentrischen Schichten be- 
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stehenden Hohlkugel überall im Gleichgewicht; 
befindet der Punkt sich aufserhalb der Kugel, 
so wird er so angezogen, als ob die anziehende 
Masse im Eugelmittelpunkt vereinigt wäre; 
befindet er sich in der Masse der Hohlkugel, so 
wird er so angezogen, als ob die dem Eugel- 
mittelpunkt näher liegende Masse in diesem 
vereinigt wäre. 

Liegt der Funkt innerhalb der Oberfläche einer homo- 
genen Vollkugel in einem Abstände a vom Mittelpunkte, 
so ist die Anziehung 

also dem Abstände vom Mittelpunkte proportional. 

107. Der für den Fall, wo der materielle Funkt inner- 
halb der Eugelschale liegt, bewiesene Satz ist ein spe- 
cieller Fall eines allgemeinen Satzes, der sich folgender- 
mafsen ausdrücken läfst: 

ZweiMassen von derselben Dichtigkeit üben 
dieselbe Anziehung auf einen materiellen Funkt 
aus, wenn sie gleich grofse Stücke (auf derselben 
Seite) auf jeder durch den Funkt gehenden Ge- 
raden abschneiden. 

Legt man nämlich eine Eegelfiäche mit unendlich 
kleinem Winkel an der Spitze mit der Spitze auf den 
Funkt, und theilt man die dadurch aus den Massen her- 
ausgeschnittenen Theile in unendlich viele Eegelstümpfe 
von gleicher Höhe, so werden die Massen von zwei von 
diesen sich wie die Quadrate ihrer Abstände vom Funkte 
verhalten; sie werden deshalb gleiche Anziehungen auf 
diesen ausüben, und dasselbe mufs dann auch von den 
beiden ganzen Massen gelten. Ein Funkt wird sich Zug- 
folge dieses Satzes im Gleichgewickt befinden, sobald die 
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anziehende homogene Masse anf jeder durch den Punkt 
gehenden Geraden gleich grofse Stücke abschneidet, die 
auf entgegengesetzten Seiten des Punktes liegen. Gemäfs 
eines bekannten geometrischen Satzes folgt hieraus: 

Ein materiellerPunkt ist überall imOleich- 
gewicht innerhalb einer homogenen Schale, 
welche von zwei ähnlichen und ähnlich liegen- 
den EUipsoiden begrenzt wird. 

108. Anziehung eines homogenen Eilipsoids. Liegt 
der Punkt innerhalb der Oberfläche des Eilipsoids, so lege 
man durch den Punkt ein dem gegebenen ähnliches und 
gegen dasselbe ähnlich liegendes EUipsoid; die hierdurch 
abgeschnittene Schale übt keine Anziehung aus, und die 
Aufgabe ist also auf den Fall reduciert, wo der Punkt auf 
der Oberfläche des Eilipsoids liegt. Liegt der Punkt aufser- 
halb des Eilipsoids, so läfst sich, wie von Maclaurin und 
Ivory gezeigt worden ist, die Aufgabe auf den oben ge- 
nannten Fall reducieren. Der Beweis hierför stützt sich 
auf folgenden Satz: 

Hat man zwei confocale Ellipsoide 

^ + fr + ^=l und ^ + 1^ + ^=1, 
wo also 

und versteht man unter gepaarten Punkten auf 
den beiden Oberflächen solche Punkte, deren 
Coordinaten den entsprechenden Halbaxen pro- 
portional sind, so ist der Abstand zwischen 
einem Punkte der einen und einem Punkte der 
anderen Fläche gleich dem Abstände der beiden 
mit diesen gepaarten Punkte. 

9 
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Sind d nui d^ die beiden Abstände, (a;, ^, z) und 
(^n 7ii Ci) die beiden ersten Punkte, (x^y y^ z^) und 
(f* 7i C) die mit diesen gepaarten Funkte, so hat man 
nämlich : 

d« =(a:-fJ«+(y-7J*+(«_C^)^ 

^1* = (a^i - f)* + (yi - 7)' + («i - 0* ; 
aber x\x^ = f:fi = a:ai u. s. w., also xfi = a?if 

u. s. w., woraus: 

-..(.-ii)+.,(.-il)+,.(l-lf) 

+„'(i-i;)+»'(i-f)+c,'(i-,4) 

Nun mögen die beiden EUipsoide Massen von der 
Dichtigkeit p begrenzen; das erste zieht ein aufserhalb 
desselben auf der anderen Oberfläche liegendes Massen- 
theilchen P an, das zweite ein Massentheilchen in dem 
mit P gepaarten Funkte P^. Aus dem ersten Ellipsoid 
wird ein Frisma Ä^B^ parallel zur a?rAxe und mit dem 
Querschnitt dydz herausgeschnitten. Diesem entspricht 
in dem zweiten ein Frisma AB mit dem Querschnitt 
^-j^dydz. Da PA^ == P^A und PB^ = P^B, so würde 
zufolge eines oben bewiesenen Satzes (105) die Comgonente 
der von A^B^ auf P geübten Anziehung nach der a;-Axe 
gleich der Componente der von AB auf P^ geübten An- 
ziehung sein, wenn die Querschnitte der Frismen gleich 
grofs wären. Diese Componenten verhalten sich deshalb 
wie bcb^c^y und da dieses für jedes einzelne Faar zu- 
sammengehörender Frismen gilt, so gilt es auch für die 
beiden EUipsoide. Die Aufgabe, die Componente nach der 
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a!-Axe für die von dem ersten Ellipsoid auf den änfseren 
Punkt P geübte Anziehung zu finden, wird dadurch auf 
die Aufgabe redudert, dieselbe Componente für die An- 
ziehung des zweiten Ellipsoids auf den in seiner Masse 
hegenden Funkt P^ zu bestimmen. Aus der einen Com- 
ponente erhält man die übrigen durch eine passende Ver- 
tauschung der Buchstaben. 

109. Es erübrigt also nur, die Anziehung eines homo- 
genen Ellipsoids 

Ax'^ -f By^ + G8« = 1 

auf einen Punkt seiner Oberfläche zu bestimmen. Dieser 
Punkt sei (a?!, y^, z^). Man nehme diesen Punkt als Pol 
für Polarcoordinaten und setze: 

a;=a;i+rcosö; y=yi-i-rsinöcos^; z=z^-\-r%\n6%m<p. 
Das Volumenelement ist r^ sin ddrddd(f}, dessen Anziehung 
ftpsinddrddd^, welche, wenn die Integration mit Be- 
ziehung auf r aufgeführt wird, zu 

/ipr sin ddddip 
wird, worin r die von der Linie (^, ip) abgeschnittene Sehne 
bedeutet. Setzt man die oben für x^ y und z angegebenen 
Ausdrücke in die Gleichung des Ellipsoids, so findet man 
für die Länge dieser Sehne: 

^ Ax^ cos 6 + Byi sin ^ cos ^ + C«i sin d sin ^ 
"~ ^co82tf + 58in«Öcos2^+ C sln^"^ sin 2"^' 

um die Componente X der Gesamtanziehung nach der 

a;-Axe zu finden, mufs man das gefundene Element der 

Anziehung mit cos d multiplicieren und integrieren; man 

kann hier für d die Grenzen und n wählen, für ^ die 

Grenzen und 2;r, erhält aber dadurch jedes Element 

zweimal. Der Ausdruck für r zeigt, dafs das Resultat die 

Form ^^i -{- ly\-\- wi«i 

hat, worin k, l und m Constanten bedeuten. Da man nun 

9* 
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auf Grund der Symmetrie für «i =0 auch Z==0 haben 
mufs, so müssen l und m Null sein. Man kann deshalb 
die Glieder, welche y^ und z^ enthalten, unterdrücken, 
und erhält dann: 



S27t /ITT 
d(/\- 



cos^ösinödö 



(^co82^+j5sin2Ö)cosV + Mcos«ö+Csin2#)siD> 

worin der Divisor dadurch verändert ist, dafs dessen erstes 
Glied mit sin^^ + cos*^ multipliciert ist. Die Integration 
mit Beziehung auf^ läfst sich ausführen, indem man statt 
das Integral von bis 2;r zu nehmen viermal das Integral 
von bis — nimmt und die Formel benutzt: 



*7r 



d^ TT 



a cos^ ^ + ß sin^ (p 2]/ aß 

'0 

dadurch erhält man: 



^~2i.px,J^— 



^^ ^ .. co^^dÄnedd 



cos^Ö+^sin^ö) (^cos2^+ Osin^Ö) 



Da sinöi# = — dcosO^ so kann man zweimal das Integral 
von bis ^ nehmen; setzt man demnächst: 

cos ö = w, u4 — 5 = aß, .^ — C = ßC, 
so erhält man, wennJ/ die Masse des Ellipsoids bedeutet: 

^ ^]V(i + au'')(l + ßu^) 

woraus die beiden übrigen Componenten sich leicht bilden 
lassen. 

Ist das Ellipsoid «in Rotationsellipsoid, indem z. B. 
jB = 0, so werden alle Componenten abhängig von einem 
Integral von der Form: 
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wo die Integration sich leicht ausführen läfst. 



110. Das Potential. Es sei ^(r) das Anziehungsgesetz 
und (p die Function, deren Abgeleitete ^ ist. Bildet man 
das Integral 

wo 

r« = (aJ - «)« + (y - ß^ + (^ - r)'. 

und die Integration über den ganzen Körper ausgedehnt 
wird, so hat man: 

folglich : 



^^-f-d^' ^-^-fTß' ^^-f-ä^- 

Die Gomponenten der Anziehung werden also durch Di£fe- 
rentiation eines und desselben Integrals bestimmt. Ist die 
Anziehung die natürliche, so setzt man: 

V heifst dann das Potential des Körpers mit Be- 
ziehung auf den Funkt (a, ß^ y). Befindet sich in 
diesem Punkte ein Massentheilchen von der Masse 1, so 
wird die Anziehung bestimmt durch: 

^^f"!^' ^-^w ^^^W 

U ist eine Function von a, ß und y, und 

U = Const. 
ist deshalb die Gleichung fQr eine gewisse Fläche, eine 



L^ 
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sogenannte Niveau fläche. Ffir den Übergang zu einem 
consecntiren Paukte auf dieser Fläche hat man: 

folglich: 

Xda+ Ydß + ^dr = 0, 

woraus hervorgeht, dafs die Besultante der Anzie- 
hung immer normal zu der durch den Funkt 
gehende Niveaufläche ist. 

Ist r der Abstand des Massentheilchens von einem 
festen Punkte (a, b, c), und setzt man: 

a==a-f-rcos^; ß = b + r cos x; y = c-^-r cos u , 

so hat man: 

3Ü _ ^Sa dU8l dU8i 
dr da dr '^ 8ß 8r'^ dy dr 

8U ^ ^ du ^ 8Ü 

woraus man durch Multiplication mit — // eben die Com - 
ponente der Anziehung in der Bichtung von r erhält ; 
diese Gomponente ist deshalb: 

8Ü 

111. Die Fotentialfunction genügt einer partiellen 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung. Um das zu 
zeigen setze man zuerst voraus, dafs der Funkt (a, ß, y) 
nicht in icler Masse des Körpers liegt, so dafs r nicht den 
Werth Null erhält. Die Function unter dem Integral- 
zeichen ist dann nicht unendlich innerhalb der Grenzen 
des Integrals, und man kann V dadurch differentiieren, 
dafs man unter dem Integralzeichen differentiiert ; nun ist : 

r . X — a 

da i^3~' 
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der letzte Ausdruck und die analogen für -^-^ und -^-r 

haben die Summe Null, und man hat also: 

d^V 8^V d^V . ._ 

- + -F^ö7-+-ir-r = 0, (50) 



a« ' 8ß'^ ' ^^-^ 

und diese Gleichung behält ihre Gültigkeit, von welcher 
Art anch der Körper sein möge, wenn nur nicht (a, ß, y) 
in der Masse desselben liegt; ist dieses dagegen der Fall, 
so ist eine eingehendere Untersuchung wegen des unend- 
lichen Elements erforderlich. Man kann dann das Potential 
in zwei Theile theilen, nämlich in einen Theil, welcher 
von einer unendlich kleinen aus dem Körper heraus- 
geschnittenen Kugel herrührt, welche den Punkt (a, /9, y) 
enthält, und in einen zweiten Theil, welcher von dem 
Best des Körpers herrührt. Für den letzten Theil gilt 
die obenstehende Entwickelung, so dab nur die kleine 
Kugel noch zu untersuchen ist. Für eine solche ist sicher- 
lich sowohl das Potential als auch die Anziehung unendlich 
klein, aber deswegen können die Differentialquotienten 
derselben gleichwohl endlich werden. 

Man lege dann die kleine Kugel mit ihrem Mittel- 
punkt auf einen Punkt (a, b, c), den man sich natürlicher- 
weise nicht mit dem veränderlichen Punkte (a, ß, y) zu- 
sammenfallend denken darf. Die Anziehung der Kugel 
auf diesen Punkt hat die Componenten: 

4 4 4 

— -^fipTria — a), —-^ixpiiiß — b), —-^/^ipTtir — c), 

und da diese Componenten 
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sind, so wird: 

3a^ ~ 3^f ~ 3ß^ ~ ^r* ' 
und folgUch: 

^ + ^ + ^ = -4t/>. (51) 

vTorin p die Dichtigkeit des Körpers im Punkte (a, ß, r) 
bedeutet, so dafs diese Formel die vorige in sich begreift 
112. Die gefundene Eigenschaft der Potentialfunction 
läXst sich zuweilen mit Vortheil benutzen um das Potential 
zu bestimmen , wenn man etwas von der Form der ge- 
suchten Function kennt. Um das zu zeigen soll auf 
diesem Wege die Anziehung einer Hohlkugel bestimmt 
werden, bei der die Dichtigkeit eine Function von der 
Entfernung vom Kugelmittelpunkte ist. Man begreift dann, 
dafs das Potential eine Function von 



sein mufs, indem der Kugelmittelpunkt zum Anfangspunkt 
gewählt ist. Man hat dann: 

da ~ dr r ' da^ "~ dr^ r'^'^ dr r» 

und die analogen Ausdrücke, woraus: 

8^ d^ d^ _ dyV' 2^dV _ _ 
da^'^ dß^"^ dy^ ~ rfr«+ r dr ~ '^' 

folglich : 



.d«F^^ dv • : 



oder: 



Tr--A> 



'0 

dV 
^0 fi-j- die gesuchte Anziehung und die untere Grenze 



137 



Nnll ist, da der Funkt im Mittelpunkte der Kugel offenbar 
im Gleichgewicht ist. Läfst man nun r wachsen, so bleibt 
das Integral Null, so lange man sich innerhalb der Hohl- 
kagel befindet, wo p gleich Null ist. Hier ist die An- 
ziehung also überall Null. Geht man weiter in die Masse 
hinein, so stellt die Gröüse auf der rechten Seite mit Aus- 
nahme des Vorzeichens eben die Masse der passierten 
concentrischen Schicht dar, und wenn diese M ist, so er- 
hält man für die Anziehung: 

dV M 

in Übereinstimmung mit dem früher gefundenen Resultat. 



Anwendungen. 

Wo nicht ein anderes Gesetz gegeben ist, ist das 
natürliche Anziehungsgesetz vorausgesetzt. 

124. Beweise, dafs ein Körper, wenn das Anziehungs- 
gesetz (p{T) ^= r ist, so anzieht, als ob seine Masse in 
seinem Schwerpunkte vereinigt wäre. 

125. Bestimme die Anziehung einer unendlichen 
Ebene, wenn die Flächeneinheit die Masse p hat. 

126. Ein homogener Körper ist dadurch gebildet, 
dafs die eine Schleife einer Lemniscate sich um ihre Sym- 
metrieaxe gedreht hat. Bestimme die Anziehung auf ein 
Massentheilchen, welches in der Spitze liegt. 

127. Bestimme die Anziehung eines unendlichen 
homogenen Cylinders, sowohl direct als auch mit Hülfe der 
Potentialfunction. 

128. Beweise, dafs die Anziehung einer homogenen 
Linie AB auf einen Punkt P nach der Halbierungslinie 
des Winkels APB gerichtet ist. 
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129. Bestimme die Anziehung einer dünnen homo- 
genen Platte von der Form eines Kreisringes auf einen 
Punkt in der Ebene der Platte, wenn ip (r) = -. 

130. An welche Fläche mufs ein Punkt gebunden 
sein , um sich überall auf derselben im Gleichgewicht zu 
befinden unter der Einwirkung der Anziehung von zwei 
Massentheilchen mit den Massen m und m^? 

131. Bestimme die Anziehung einer homogenen Ge- 
raden auf einen in derselben liegenden Punkt. 
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ZWÖLFTES KAPITEL. 

GrrapMsclie Statik. 



QrapMsolie Zusainm6n3etzimg und Zerlegung 
von Kräften in derselben Ebene. 

113. Bei der practischen Anwendung der Statik ist 
die Genauigkeit ausreichend, welche durch Auflösung der 
Probleme auf graphischem Wege erreicht werden kann ; da 
sich nun die graphische Methode mit grofser Leichtigkeit in 
vielen Fällen anwenden läfst, wo die Lösung des Problems 
durch Rechnung beschwerlich sein würde, so sollen im 
Folgenden die Grundsätze der Methode dargelegt werden, 
so wie dieselbe namentlich von Culmann in ein System 
gebracht ist. 

114. Es wurde gezeigt, dafs die Gröfse und Richtung 
der Resultante mehrerer Kräfte durch das zu den Kräften 
gehörende Kräftepolygon bestimmt wird. Sind die 
Strecken AB, BC, CD, . . . GH den Kräften gleich und 
parallel, so wird die Resultante ihrer Gröfse und Richtung 
nach (aber in der Regel nicht ihrer Lage nach) durch AH 
dargestellt. Das läfst sich folgendermafsen ausdrücken: 

AB + BC+ CD + ...+ GH = AH, 

worin + als Zeichen für die graphische Addition be- 
nutzt ist. Greifen die Kräfte in demselben Punkte an, so 
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ist die Bedingung für das Gleichgewicht die, dafs das 
Polygon geschlossen ist; greifen sie nicht in demselben 
Punkte an, so zeigt das geschlossene Eräftepolygon nur 
an, dafs die Kräfte sich auf ein Eräftepaar reducieren 
lassen. Ebenso wie man durch das Eräftepolygon Kräfte 
zusammensetzt, kann man durch dasselbe auch eine Eraffc 
in mehrere andere zerlegen; besonder ist der Fall zu 
beachten, wo eine Eraft AB in zwei andere mit gegebenen 
Richtungen zerlegt werden soll; man zeichnet dann das 
Dreieck ACB, dessen Seiten Aü und CB die gegebenen 
Richtungen haben, und dadurch ist AB in zwei Eräfte, 
AC und CB^ zerlegt. Beim Eräftepolygon hat man immer 
nur Gröfse und Richtung der Eräfte vor Augen und nicht 
ihre Lage. 

115. Das Seilpolygon. Es sei ABCDE ein Eräfte- 
polygon, welches einem System von Eräften in derselben 
Ebene angehört. Die Eräfte mögen mit 1, 2, 3 und 4 
bezeichnet werden. Von einem beliebigen Punkte O (dem 




Pol) ziehe man Linien an die Eckpunkte des Eräftepolygons. 
Dadurch zerlegt man AB \vl AO und OB, BC in BO 
und OC u. s. w. Durch diese Zerlegung wird also die eine 
Componente einer von den Kräften gleich und entgegen- 
gesetzt der einen Componente der folgenden Kraft. 

Nun ziehe man eine gebrochene Linie, deren einzelne 
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Stücke den von auslaufenden Linien parallel sind, und 
welche ^die Kräfte, so wie dieselben wirklich in der Ebene 
belegen sind, mit einander verbinden. Die erste Linie p 
ist der OA parallel und endigt in 1, ist aber im übrigen 
willkürlich; von dem Endpunkt dieser geht eine Linie 
parallel der OB bis 2; u. s. w., bis die letzte Linie q, 
welche der OE parallel ist, von einem Punkte auf 4 aus- 
läuft. Nun läfst sich, wie oben gezeigt wurde, jede von 
den Kräften in zwei andere zerlegen, welche längs den 
beiden Linien fallen, welche von einem Punkte der Kraft 
ausgehen. Zugleich wurde gezeigt, dafs bei dieser Zer- 
legung beständig die beiden Kräfte, welche auf dieselbe 
Linie fallen, sich aufheben werden; das gegebene System 
von Kräften ist also durch die angegebene Construction 
ersetzt durch ein System von zwei Kräften, nämlich p und 
qy welche OA und OE parallel sind. Die Resultante dieser 
beiden Kräfte geht durch ihren Durchschnittspunkt; da 
dieselbe zugleich der AE gleich und parallel ist, so ist sie 
also vollständig bestimmt. 

Die gebrochene Linie p . . . . q heifst das zu den 
Kräften gehörende Seilpolygon. Auf dieselbe Weise, 
wie dieses die Lage der Resultante aller Kräfte bestimmt, 
bestimmt es in Verbindung mit dem Kräftepolygon die 
Resultante von irgend, welchen von den Kräften, wenn 
diese nur auf einander folgen. 

116. Ist Gleichgewicht vorhanden, so schliefst sich 
das Kräftepolygon, und die erste und letzte vom Pol aus- 
laufende Linie fallen zusammen. Das Kräftepolygon kann 
indessen geschlossen sein, ohne das Gleichgewicht vor- 
handen ist, und in diesem Falle zeigt das Seilpolygon, dafs 
das System auf zwei Kräfte reduciert wird , welche gleich 
und antiparallel sind. Sollen diese Kräfte sich das Gleich- 
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gewicht halten, so müssen sie in dieselbe Gerade fallen, 
das heifst, das Seilpolygon mufs sich änch schliefsen. 
Findet das nicht statt, so ist das System von Kräften auf 
ein Eräftepaar reduciert. 

Die Bedingung des Gleichgewichts für ein 
ebenes System von Kräften ist also, dafs sowohl 
das Kräftepolygon als auch das Seilpolygon des 
Systems geschlossen sind. Schliefst sich da- 
gegen nur das Kräftepolygon, so wird das Sy- 
stem auf ein Kräftepaar reduciert. 

117. Die angegebene Methode für Zusammensetzung 
von Kräften läfst sich auch auf parallele Kräfte anwenden. 
Wird dieselbe auf ein Kräftepaar angewandt, so formt man 
dieses um in ein anderes Kräftepaar mit demselben Mo- 
ment, dessen Lage man aber nach Belieben abändern 

kann, da man den Pol der- 
artig wählen kann, dafs die 
o * T" ^ ®^°® Kraft so wird, wie man 

sie wünscht. Bilden zwei auf 
einander folgende Kräfte ein Kräftepaar, so haben dieselben 
keinen Einflufs auf die übrigen Stücke des Kräftepolygons, 
während die folgenden Seiten des Seilpolygons eine Parallel- 
verschiebung erfahren werden. Die Lage der Resultante, 
aber nicht Gröfse und Richtung derseljben, hängen von 
dem Kräftepaar ab. 

118. Denkt man sich das Seilpolygon eines Systems 
ersetzt durch ein damit zusammenfallendes wirkliches Seil- 
polygon (oder Stabpolygon), dessen beide äufsersten Seiten 
jede einen festen Punkt enthalten, so wird dieses sich 
unter Einwirkung der gegebenen Kräfte im Gleichgewicht 
befinden, denn, wie die Auflösung zeigt, wird jede Seite 
desselben von zwei gleich grofsen und entgegengesetzten 
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Eräften angegriffen. Die im Kräftepolygon von aas- 
gebenden Linien bestimmen also die Spannungen in den 
einzelnen Stücken. Die beiden Kräfte, auf welche das 
System reduciert wird, bestimmen die Beactionen der festen 
Endpunkte. 

119. Verschiebung des Pols. Da die Lage des Pols 
i^illkürlich ist, so soll antersucbt werden, welchen Einflnfs 
eine Verlegung des Pols auf das Seilpolygon hat. 

^£ sei eine der Kräfte, und 0^ die beiden Pole. 
Da die mit AB parallele Kraft 1 das eine Mal in die 
beiden Kräfte zerlegt wird, welche von R ausgehen, das 
andere Mal in die beiden Kräfte, welche von S ausgehen, 
so müssen die beiden 
letzten den beiden er- 
sten^, in entgegengesetz- 
ten Sichtungen genom- 
naen, das Gleichgewicht 
ballen. Verlegt man 
die vier Kräfte, zwei nach C und zwei nach Q, so müssen 
die Besultante der beiden Kräfte in und die Resultante 
der beiden Kräfte in Q gleich grofs und entgegengesetzt 
sein; beide Resultanten müssen deshalb auf die Linie CQ 
fallen. Auf der anderen Seite zeigt das Kräftepolygon, 
dafs die Besultante der beiden Kräfte in C, nämlich OA 
und AO^, der 00^ parallel ist. QG ist deshalb pa- 
rallel 00^. 

Construiert man also, für ein gegebenes 
Kräftepolygou die zugehörigen Seilpolygone 
für zwei verschiedene Pole, so werden die 
Durchschnittspunkte entsprechender Seiten der 
Seilpolygone auf dieselbe, der Verbindungslinie 
der beiden Pole parallele Gerade fallen. 




1^4 

Hat man ein Seilpolygon für ein System von Kräften 
gezeichnet und wünscht man, dafs der Pol verlegt werde, 
so erhält man mittels dieses Satzes eine einfache Con- 
struction des anderen Seilpolygons, indem man zuerst die 
Linie zeichnet, auf welcher die entsprechenden Seiten der 
beiden Seilpolygone sich schneiden. Der gefundene Satz 
läfst sich auch folgendermafsen ausdrücken: 

Gleitet der Pol auf einer Geraden Z, und 
läfst man beständig die erste Seite des ver- 
änderlichen Seilpolygons durch einen festen 
Punkt M gehen, so werden alle Seiten des Seil- 
polygons eine der L parallele durch M gezogene 
Gerade in festen Punkten schneiden. 

120. Oben wurde gezeigt, dafs die Resultante von 
zwei entsprechenden Spannungen des veränderlichen Seil- 
polygons (die eine mit entgegengesetzter Bichtung) auf die 
der L parallele Gerade fiel. Die beiden Spannungen haben 
deshalb dasselbe Moment mit Beziehung auf jeden Punkt 
dieser Geraden. Da die Resultante zweier Kräfte der geo- 
metrische Ort für alle Punkte ist, ,mit Beziehung auf 
welche die Summe der Momente der Componenten Null 
ist, so wird umgekehrt die Linie, auf wdche zwei ent- 
sprechende Seiten des Seilpolygons sich schneiden, bestimmt 
sein, sobald man einen Punkt kennt, mit Beziehung auf 
welchen zwei entsprechende Spannungen, und einen Punkt, 
mit Beziehung auf welchen zwei andere entsprechende 
Spannungen dasselbe Moment haben; die beiden Punkte 
liegen nämlich beide auf der gesuchten Geraden. Dadurch 
ist dann zugleich die Richtung der Geraden bestimmt, 
welche die Pole der beiden Seilpolygone verbindet. Hieraus 
folgt als besonderer Fall: Gehen zwei Seiten eines 
veränderlichen Seilpolygons durch die festen 
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Funkte a und b, so geht jede der Seiten durch 
einen festen Funkt auf ab, und der Fol be- 
schreibt eine der ab parallele Gerade. 

in. Von den Seilpolygonen, welche einem gegebenen 
System von Kräften entsprechen, ist namentlich dasjenige 
zu beachten, dessen Fol in dem Funkte liegt, wo das 
Kräftepolygon beginnt. OA (siehe die Figur zu 115) wird 
in diesem Falle gleich Null. Da nun das System von 
Kräften durch das Seilpolygon auf zwei Kräfte reduciert 
wird, von denen die eine OA ist, so wird jede Seite des 
Seilpolygons mit der Besultante der entsprechenden Kräfte 
zusammenfallen. Die Qröfse dieser wird durch das Kräfte- 
polygon bestimmt. Das Seilpolygon heifst in diesem Falle 
die Mitteldruckslinie der Kräfte. 

122. Systeme mit einigen gemeinschaftlichen Kräften* 
Oft wünscht man bei einer Construction einige Kräfte sich 
verändern zu lassen, während die übrigen unverändert 
bleiben. Man denke sich deshalb, dafs das Sejlpolygon 
far ein gegebenes System construiert sei, und dafs nun 
das neue Seilpolygon gezeichnet werden solle, welches zu 
■dem veränderten System gehört. Die Beihenfolge, in 
welcher man die Kräfte des Kräftepolygons nimmt, ist 
willkürlich ; nimmt man nun in beiden Fällen die gleichen 
Kräfte zuerst, so erhalten die beiden Seilpolygone ihre 
ersten Seiten gemeinschaftlich, und die Construction wird 
im übrigen wie gewöhnlich ausgeführt. Man hat indessen 
in der Praxis oft eine gegebene Beihenfolge der Kräfte, 
welche sich nicht gut umändern läfst. Es soll deshalb 
der Fall betrachtet werden, wo zuerst einige verschiedene 
Kräfte (deren Anzahl verschieden sein kann) kommen, wo 
aber darauf die gleichen Kräfte in den beiden Systemen 
folgen. 

10 



I 
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So lange die Kräfte verschieden sind, wird die ge- 
wöhnliche Gonstruction angewendet; nun gelangt man zu 
der ersten gemeinschaftlichen Kraft P in den beiden Fällen 
mit den beiden Seilpolygonen z. B. in a und b. Im Kräfte- 
polygon beginnen die beiden Seiten , welche P parallel 
sind, z. B. in C und C^ . Die folgenden Stücke des Kräflie- 
polygons, die den gemeinschaftlichen Kräften entsprechen, 
müssen dann so liegen, dafs sie durch eine Parallel- 
verschiebung CC^ zur Deckung mit einander gebracht 
werden; durch diese Verschiebung des «einen Polygons 
kommt der Pol O auf einen neuen Punkt 0^; die beiden 
Stücke der Seilpolygone, welche von a und b ausgehen, 
werden dann so, als ob sie zu demselben Kräftepolygon 
gehörten, aber verschiedene Pole hätten ; ihre entsprechenden 
Seiten schneiden sich deshalb auf derselben, 00^ paral- 
lelen Geraden; dadurch wird die Gonstruction des zweiten 
Polygons vereinfacht, sobald das erste gezeichnet ist, da 
seine Seiten durch bekannte Punkte gehen. 

123. Die Mitteldruckslinie eines Gewölbes. Es soll 
das oben Entwickelte auf ein Gewölbe angewendet werden, 
von dem aber nur die eine Hälfte betrachtet werden soll, 
da man die andere Hälfte durch den horizontalen Druck 
ersetzen kann, den sie auf den obersten Theil der ersten 
Hälfte ausübt. Dieser horizontale Druck ist in Wirklich- 
keit unbekannt und läfst sich nicht bestimmen, aber man 
geht davon aus, dafs das Gewölbe stehen bleiben wird, 
sobald eine solche Gröfse und Lage des horizontalen Drucks 
existiert, dafs die mit Hülfe desselben und des Gewichts 
der einzelnen Theile construierte Mitteldruckslinie ganz 
innerhalb des Mauerwerks und nicht zu nahe an die 
Aufsenkante fällt, da man sich denkt, dafs das Gewölbe 
etwas zusammensinken wird, bis die Drucke derartig werden. 
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dars Gleichgewicht stattfindet. Man mufs deshalb durch 
Probieren vorwärts gehen, indem man nach und nach ver- 
schiedene horizontale Drucke voraussetzt, bis man einen 
findet, der eine befriedigende Mitteldruckslinie giebt; kann 
man keine solche finden, so mufs die vorausgesetzte Con- 
struction verändert werden. 

Die Figur zeigt eine solche Hälfte eines Gewölbes; 
dasselbe ist durch senkrechte Schnitte getheilt gedacht, 
und man denkt sich das Gewicht der einzelnen Theile in 
dem Schwerpunkte derselben angreifend. Man hat dann 
vier senkrechte Kräfte, und das Kräftepolygon für diese 
und den willkürlich 
angenommenen hori- 
zontalen Druck P ist 
gezeichnet ; dadurch 
erhält man die P 
entsprechende Mittel- 
druckslinie, und diese ist wiederum für die Construction 
der einem anderen Drucke P^ entsprechenden Mittel- 
druckslinie benutzt, indem die horizontale Linie, auf der 
die entsprechenden Seiten der beiden Mitteldruckslinien 
sich schneiden, gezeichnet ist. 

124. Zerlegung der Kräfte. Mit Hülfe der beiden 
Polygone läfst sich eine Kraft derartig durch mehrere 
andere ersetzen, dafs auch auf die Lage Bücksicht ge- 
nommen wird. Soll eine gegebene Kraft in zwei andere 
mit gegebenen Richtungen zerlegt werden , so müssen 
die drei Kräfte sich in demselben Punkte schneiden, und 
das Kräftedreieck ist dann für die Zerlegung ausreichend. 
Von besonderem Interesse sind folgende beiden Fälle: 

a) Eine Kraft 1 soll in zwei derselben pa- 
rallele Kräfte zerlegt werden, welche auf die 

10* 
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Linien 2 und 3 fallen. Man trage AB == 1 ab, und 
wähle den Pol 0; nun läTst sich das Seilpolygon 213 zeich- 
nen, und eine durch 
O parallel der 23 
gezogene Linie wird 
dann die beiden Gom- 
ponenten CB und A C 
bestimmen. 

b) Eine Kraft soll in drei andere zerlegt 
werden, welche auf gegebene Linien fallen; 
diese dürfen sich dann nicht in einem Punkte schneiden. 
Man verlängere die gegebene Kraft 1, bis sie eine von 
den gegebenen Linien, 2, schneidet, und zerlege dieselbe 

nun in zwei Kräfte, die eine 
auf der gegebenen Linie, die 
andere, m, durch den Durch- 
schnittspunkt der beiden an- 
deren gegebenen Linien; die 
letztere kann darauf in zwei 
Kräfte zerlegt werden, welche auf die gegebenen Linien 
fallen. Das Kräftepolygon 1243 ist dann Construiert, 
indem eine der Diagonalen m als Hulfelinie bei der Gon- 
struction benutzt worden ist. 

Sind mehr als drei Linien gegeben, auf welche die 
Componenten fallen sollen, so ist die Aufgabe unbestimmt. 

125. Zusammengeaetzte Systeme. Bei Constructionen 
in der Praxis mufs man dafür Sorge tragen, dafs man 
nur die Fähigkeit der Materialien benutzt, um der 
Streckung und dem Zusammendrücken zu widerstehen, 
und nicht den viel geringeren Widerstand gegen Bie- 
gung. Wo eine Biegung eintreten würde, unterstützt 
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man deshalb durch neue Verbindongen ; da der Wider- 
stand gegen Biegudg so -klein ist, kann man die Systeme 
in solchen Funkten (Knotenpunkten) als gegliedert be- 
trachten. 

Es wird vorausgesetzt, dafs die Systeme, welche hier 
betrachtet werden, gerade die Anzahl von Verbindungen 
besitzen, welche nothwendig sind, um das System un- 
veränderlich zu machen. Hat das ebene System n Knoten- 
punkte, so gebraucht man im allgemeinen 2n— 3 Stäbe*), 
denn die Coordinaten eines Punktes und die Richtung 
einer Linie können beliebig gewählt werden, und dann 
fehlen 2n — 3 Bestimmungen. In der Regel kann man 
leicht die Reactionen der Unterlage bestimmen und von 
da aus weiter gehen, bis alle Spannungen bestimmt sind. 

Die Figur stellt die Hälfte eines Dachstuhls vor; die 
Gewichte werden als in den Knotenpunkten wirkend an- 
genommen. Da die Figur symmetrisch gedacht wird, so 
wirkt das halbe Gewicht des 
ganzen Daches in A. Denkt 
man sich einen Schnitt durch 
die von A ausgehenden Stäbe, 
so erhält man freies Gleich- 
gewicht, wenn man die Span- 
nungen von diesen hinzufügt; dieselben werden durch ein 
Dreieck bestimmt, wie oben gezeigt wurde; nun kann 
man die beiden unbekannten Spannungen in B bestim- 
men u. s. w. Im allgemeinen kann man die Spannungen 




') Hier und im folgenden Kapitel ist aus Gründen der Einfachheit 
überall das Wort Stab gebraucht; in der Praxis \vürde man statt 
dessen Stange, Strebe, Streckbalken, Ba]ken, Sparren etc. ge- 
brauchen müssen. 
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bestimmen, sobald man durch das ganze System einen 
Schnitt legen kann, der nur drei Stäbe mit unbekannten 
Spannungen durchschneidet, und im übrigen alle Span- 
nungen und Schnitte auf der einen Seite des Schnitts 
bekannt sind. Diese Methode, um nach und nach alle 
Drucke und Spannungen zu bestimmen, heifst die 
Schnittmethode. 



151 



DKEIZEHNTES KAPITEL. 

Über das Siagramni eines gegliederten Systems. 



126. Angenommen« es liege ein System von Stäben 
vor, die in gewissen Knoten (Knotenpunkten) mit einander 
verbanden sind. Auf alle oder einige von den Knoten 
wirken äufsere Kräfte, von denen angenommen wird, sie 
seien derartig, dafs das ganze Stabsystem sieb im Gleich- 
gewicht befindet. Das Stabsystem kann im übrigen eben 
oder windschief sein; es kann so viele Stäbe enthalten, 
dafs es ein geometrisch unveränderliches System darstellt, 
aber es kann auch weniger oder mehr enthalten; doch 
müssen in dem letzten Falle einige Stäbe als elastisch 
angenommen werden, so dafs jeder Stab seine bestimmte 
Spannung erhält, welche auf die Endpunkte des Stabes als 
Zug oder Druck wirkt. 

Wenn sich das System im Gleichgewicht befindet, so 
ist auch jeder Knoten im Gleichgewicht. Alle auf einen 
solchen Knoten wirkenden äufseren Kräfte oder Spannungen 
müssen deshalb ein geschlossenes Kräftepolygon bilden. 
Dasselbe läfst sich auf viele Arten zeichnen, da die Reihen- 

■ 

folge der Kräfte willkürlich ist. Läfst sich nun die Reihen- 
folge derartig wählen, dafs die Kräftepolygone aller Knoten 
in einer Figur vereinigt werden können, in der jede äufsere 
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Kraft und SpaDDUDg nur einmal vorkommt, so heifst diese 
Figur das Diagramm des Systems. 

Das Diagramm giebt Veranlassung zu einer doppelten 
Aufgabe, da man nämlich theils untersuchen mufs, ob für 
ein gegebenes System ein Diagramm existiert, theils zeigen 
mufs, auf welche Weise das Diagramm construiert wird. 
Zuerst soll die erste Aufgabe vorgenommen werden. Es 
wird deshalb angenommen, dafs ein gegebenes System ein 
Diagramm habe, um hieraus die Bedingungen abzuleiten, 
die für die Existenz eines solchen nothwendig sind. 

127. Über das Diagramm ist also folgendes bekannt: 

' a) Dasselbe enthält ebenso viele Linien, als das System 

Stäbe und äufsere Kräfte enthält, und jede von den Linien 

ist einer Kraft oder einem Stabe parallel, fiir welche sie 

die Gröfse der Spannung angiebt. 

b) Jedem Knoten im Systeme entspricht im Diagramm 
ein geschlossenes Polygon, welches in einer bestimmten 
Richtung -durchlaufen wird, wenn man den Kräften und 
Spannungen in der Richtung folgt, in welcher sie auf den 
Knoten einwirken (also gegen den Knoten hin bei Druck, 
vom Knoten weg bei Zug). Diese Polygone mögen Kräfte- 
polygone heifsen, im Gegensatz zu anderen geschlossenen 
Polygone, welche sich im Diagramm aufsuchen lassen, 
welche aber nicht Kräftepolygone für irgend welchen ein- 
zelnen Knoten sind. 

Die Figur zeigt ein Stabsystem, auf welches drei 
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änfsere Kräfte wirken, mit zugehdrigem Diagramm. In 
diesem findet man die geschlossenen Polygone cl62, 273, 
a3894 u. s. w., welche den Knoten des Systems ent- 
sprechen, während z. B. das geschlossene Polygon S81c 
keinem Knoten entspricht. 

c) Jede Linie des Diagramms, welche eine Spannung 
angiebt, ist Seite von zwei und nur von lyrei Kräfte- 
polygonen. Der entsprechende Stab verbindet nämlich 
zwei und nur zwei Knoten, und die Linie kommt nur in 
den Kräftepolygonen dieser beiden Knoten vor. Die Linie 
hat entgegengesetzte Bichtungen, je nachdem man dieselbe 
als zugehörig zu dem einem oder zu dem anderen Polygon 
betrachtet, weil die Spannung entgegengesetzt auf die 
beiden Endpunkte des Stabes wirkt. Jede äufsere Kraft 
' ist nur Seite in einem Kräftepolygon, nämlich in dem, 
welches zu dem Knoten gehört, in welchem die Kraft 
angreift. 

128. Dafs gewisse Kräfte a, £, o .... ein geschlos- 
senes Polygon bilden, möge ausgedrückt werden durch die 

Gleichung 

a + b + c = 0, 

worin + die graphische Addition bezeichnet Bildet man 
die analogen Gleichungen für alle Knoten, so hat man 
die nothwendigen und ausreichenden Gleichgewichts- 
bedingungen, denn jede von den Gleichungen bestimmt 
das Gleichgewicht für einen von den Knoten , und wenn 
alle Knoten sich im Gleichgewicht befinden, so ist das' 
ganze System im Gleichgewicht. Auf diese Weise erhält 
man für das obige System: 

c + 2-f6 + l=0; 2 + 7 + 3 = U.S.W., 
worin 2 und S dieselbe Spannung mit entgegengesetzten 
Richtungen bedeuten, so dafs 2 + 3 ==== 0. Schreibt man 
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diese Gleichungen für alle Knoten auf, so wird jede äuüsere 
Kraft nur in einer Gleichung vorkommen, während jede 
Spannung in zwei Gleichungen vorkommt, einmal mit und 
einmal ohne Harke. Addiert man die Gleichungen, welche 
gewissen von den Knoten A^ £, 0.... entsprechen, so 
erhält man eine neue Gleichung von derselben Form, deren 
statische Bedeutung sich leicht erkennen läfst. Jede Span- 
nung eines Stabes, welcher zwei von den Knoten A^B^C ... 
verbinden, verschwindet nämlich bei der Addition, da die- 
selbe in zwei von den Gleichungen vorkommt, einmal mit 
und einmfil ohne Marke. Es bleiben dann die auf die 
Knoten A^ B^ C . . . , wirkenden äufseren Kräfte zurück, 
und die Spannungen der Stäbe, welche diese Knoten mit 
den übrigen Knoten des Systems verbinden. Die ge- 
fundene Gleichung drückt also aus, dafs die Kräfte und 
Spannungen, welche auf A^ £, G wirken, als ein Sy- 
stem fiir sich betrachtet, ein geschlossenes Kräftepolygon 
haben ; das ist auch unmittelbar einleuchtend, da die Ge- 
samtheit von Stäben, welche A^ £, C unter einander 

verbinden, sich eben unter Einwirkung der in die Gleichung 
aufgenommenen Kräfte und Spannungen befindet. Auf 
solche Weise erhält man z. B., wenn man die beiden oben- 
stehenden Gleichungen addiert: 

c+6 + l + 7 + 3 = 0, 
was auch daraus folgt, dafs der Stab 2 sich im Gleich- 
gewicht befindet. 

129. Die von einem Punkte des Diagramms 
auslaufenden Linien entsprechenStäben, welche 
ein geschlossenes Polygon bilden. 

Von einem Punkte A mögen, Linien auslaufen, von 
denen zuerst angenommen werden mag, dafs 'sie sämtlich 
Spannungen darstellen. Eine von diesen, AB^ ist Seite 
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in zwei Eräftepolygonen, a und y9. ß mufs dann noch 
eine Seite haben, welche von A ausläuft; diese sei AG\ 
dieselbe ist Seite in ß und in einem anderen Eräfte- 
polygon y, welches eine neue Seite AD hat, und so fort. 
Da man auf solche Weise nicht bis ins Unendliche fort- 
fahren kann, so mufs man einmal zu einem Polygon ge- 
langen, welches man früher gehabt hat, und dieses kann 
nur a sein, da man von allen übrigen beide von A aus- 
laufenden Seiten benutzt hat. Den auf solche Weise ge- 
fundenen Polygonen entsprechen im Stabsysteme gewisse 
Knoten, welche durch die AB^ AC^AD ..,. entsprechenden 
Stäbe verbunden sind, und da man zu dem Knoten zurück- 
kehrt, von dem man ausging, so bilden diese Stäbe ein 
geschlossenes Polygon. 

Möglicherweise hat man nicht alle von A auslaufenden 
Stäbe benutzt, wenn die Polygonreihe geschlossen wird. 
Die zurückbleibenden Linien werden dann auf dieselbe 
Weise benutzt, und man findet so im Stabsystem mehrere 
geschlossene Polygone, welche A entsprechen. In diesem 
Falle betrachtet man indessen A als aus mehreren Punk- 
ten zusammengesetzt, welche zufälligerweise zusammenfallen 
und von denen jeder sein entsprechendes geschlossenes 
Polygon im Stabsysteme besitzt. 

Sobald eine der von A auslaufenden Linien eine 
äufsere Kraft ist, kann die Reihe von Polygonen erst ge- 
schlossen werden, wenn man wieder zu einer äufseren Kraft 
kommt, denn solange man zu einer Spannung kommt, 
kommt man auch zu einem neuen Polygon. Damit der 
aufgestellte Satz in allen Fällen seine Gültigkeit behält, 
mufs man deshalb im Stabsysteme die äufseren Kräfte als 
Stäbe auflassen, welche, wenn sie im Diagramm zusammen- 
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stofseu, auch im System zusammeDstofsen und dadurch 
das Polygon schliefsen. 

Der Deutlichkeit wegen soll dies auf die Figur an- 
gewendet werden und man nehme die Spannungen 3, 7, 
8, welche im Diagramm in einem Punkte zusammenstofsen. 
3 ist gemeinschaftliche Seite für die Eräftepolygone 372 
und 3894a; das letztere wird fortgesetzt durch 8, welche 
diesem und dem Eräfkepolygon 876 gemeinschaftlich ist; 
dieses wird wieder durch 7 fortgesetzt, welche dieseni und 
372 gemeinschaftlich ist. Damit ist der Kreis geschlossen, 
und die Stäbe 3, 7 und 8 bilden im Stabsysteme ein ge- 
schlossenes Polygon. 

Betrachtet man dagegen den änfsersten Punkt links 
im Diagramm, so kann man mit der äufseren Kraft c 
beginnen, welche dem Kräftepolygon ol62 angehört; die 
zweite Seite desselben ist 1, welche auch dem Kräfte- 
polygon il 115 angehört, dessen zweite Seite b ist. c, 1 
und & bilden nun im Stabsysteme ein geschlossenes Poly- 
gon, wenn b und c als Stäbe aufgefafst werden, welche 
zusämmenstofsen. 

130. Auf solche Weise ist bewiesen, dafs auch im 
Stabsysteme eine Anzahl geschlossener Polygone vorkom- 
men, welche einzeln dem entsprechen, was man die Knoten 
des Diagramms nennen kann. Jeder Stab (und jede äufsere 
Kraft) ist Seite in zwei und nur in zwei solchen Poly- 
gonen, nämlich in denen, welche den Endpunkten der 
entsprechenden Linie des Diagramms entsprechen. Das 
erste erhaltene Besultat ist also: 

Ein gegebenes System hat nur ein Dia- 
gramm, sobald sich in demselben eine Anzahl 
solcher geschlossener Polygone finden läfst, 
dafs jeder Stab (und jede Kraft) Seite in zwei und 
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nur in zwei von den Polygonen ist. Deshalb soll 
nun angenommen werden, dafs ein solches Stabsystem 
vorliege, um daran zu untersuchen, welche Bedingungen 
ferner erfüllt sein müssen, damit ein Diagramm existieren 
kann. 

131. Man denke sich, dafs im Stabsysteme ein Stab 
(eine Kraft) durchschnitten werde; derselbe ist gemein- 
schaftliche Seite für zwei der oben genannten Poly- 
gone; darauf durchschneide man die gemeinschaftliche 
Seite für eins von diesen Polygonen und ein drittes Poly- 
gon und so fort, bis man zu dem ersten Polygon zurück- 
kehrt; man sagt dann, dafs man einen geschlossenen 
Polygon weg beschrieben habe. Die den durchschnitte- 
nen Stäben entsprechenden Linien des Diagramms müssen 
in derselben Beibenfolge auf einander folgen, in der sie 
durchschnitten sind, denn wenn ein Stab zwei Polygonen 
des Systems gemeinschaftlich ist, so verbindet die ent- 
sprechende Linie die beiden den Polygonen entsprechenden 
Knoten im Diagramm; wenn man im System einen ge- 
schlossenen Polygonweg beschreibt und also zu dem Poly- 
gon zurückkehrt, von welchem man ausging, so mufs man 
auch im Diagramm zu dem Knoten zurückkehren, von 
welchem man ausging. Einem geschlossenen Poly- 
gonwege imSysteme mufs deshalb ein geschlos- 
senes Polygon im Diagramm entsprechen. 

Betrachtet man z. B. die Figur, worin die Polygone 
die drei Vierecke sind, welche um das grofse - Fünfeck 
(23451) herumliegen, und die vier Dreiecke und ein 
Fünfeck, welche innerhalb desselben liegen, so sind c3 81 
die durchschnittenen Stäbe für einen geschlossenen Poly- 
gonweg, und diesen entspricht im Diagramm ein ge- 
schlossenes Polygon, dessen Eckpunkte die Knoten sind, 
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welche den Polygonen des geschlossenen Polygonweges 
entsprechen. 

132. Nun läfst sich leicht die Dmkehrung des Satzes 
beweisen: Sobald die durch jeden geschlossenen 
Polygonweg durchschnittenen Spannungen der 
Stäbe (die Kräfte mitgerechnet) ein geschlossenes 
Kräftepolygon haben, so existiert ein Dia- 
gramm. 

Man kann nämlich -versuchen ^as Diagramm für ein 
gegebenes System zu construieren, dessen Polygone man 
kennt, und in dem alle Kräfte und Spannungen bekannt 
sind. Man construiert dann zuerst das Kräftepolygon iiir 
einen der Knoten. Die Reihenfolge, in der die Seiten 
dieses Polygons auf einander folgen ist bekannt, da die- 
selbe durch den geschlossenen Polygonweg um den Knoten 
bestimmt wird; :^u diesem Kräftepolygon fugt man nun 
auf dieselbe Weise ein neues Kräftepolygon, welches mit 
dem ersten eine Seite gemeinschaftlich hat, und so fort, 
bis alle Kräftepolygone angebracht sind. Falls ein Dia^ 
gramm existiert, so ist es jetzt construiert; existiert keins, 
so zeigt sich das dadurch, däfs die gleich grofsen Linien 
nicht überall zusammenfallen. Die gleiche Spannung falle 
z. B. auf AB und CD. Verfolgt man nun den Weg zum 
Ausgangspunkte zurück, auf welchen man nach AB ge- 
langt ist, und von da den Weg nach CDy so beschreibt 
man ein offenes Polygon, da A und C nicht zusammen- 
fallen; der entsprechende Polygonweg im Systeme mufs 
aber geschlossen sein, da AB und CD demselben Stabe 
entsprechen. Wenn aber der Polygonweg geschlossen ist, 
so müssen zufolge der gemachten Voraussetzung auch die 
durchschnittenen äufseren Kräfte und Spannungen ein ge- 
schlossenes Polygon bilden; folglich müssen auch^ und C 
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zasammenfallen, und da dieses für jeden Punkt gilt, so 
hat man ein Diagramm. 

Um beispielsweise das Diagramm in der Figur zu 
construieren, trage man erst c ab; um zu 6 zu gelangen, 
kann man den Weg c26 oder c376 gehen. Würde dabei 
6 auf zwei verschiedene Stellen fallen, so würde das Po- 
lygon 327 offen bleiben, aber das Polygon entspricht im 
Systeme einem geschlossenen Polygonwege; dieser geht 
vom Dreieck 738 aus in das äufsere Dreieck, darauf in 
das Dreieck 267 und endlich zurück zum ersten Dreieck. 

133. Wenn jeder geschlossene Polygonweg 
ein Stück vom Systeme vollständig losschneidet, 
so existiert ein Diagramm. 

Das herausgeschnittene Stück befindet sich nämlich 
im Gleichgewicht unter Einwirkung . der Spannungen der 
durchschnittenen Stäbe (hierin die durchschnittenen äufseren 
Kräfte mit einbegriffen), und diese haben deshalb ein ge- 
schlossenes Eräßepolygon. In der Praxis kommen kaum 
andere Stabsysteme vor als solche, bei denen jeder ge- 
schlossene Polygonweg ein Stück vollständig herausschneidet. 
Man kann sich indessen Systeme denken, bei denen dies 
nicht stattfindet. Stellt man z. B. von zwei Systemen, 
welche die Form dreiseitiger Prismen haben, das eine in 
das andere, und verbindet man die Knoten in jedem Paar 
Endflächen durch drei Stäbe, so hat man ein solches Sy- 
stem, wenn die Stäbe, welche in einer Ecke zusammen- 
stofsen, als äufsere Kräfte aufgefafst werden. Die Polygone 
dieses Systems sind leicht zu erkennen. Die drei äufsersten 
Seitenflächen geben einen geschlossenen Polygonweg, aber 
dadurch werden nur drei von den äufsersten Kanten durch- 
schnitten, so dafs die beiden Theile nicht vollständig 
getrennt sind. Es kann deshalb nur ein Diagramm geben. 
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wenn die Spannungen in den drei dorcbschnittenen Kanten 
sich im Gleichgewicht befinden ; dies findet im allgemeinen 
nicht statt, aber man kann sich denken, dafs die äofseren 
Kräfte, solche specielle Werthe haben, dafs es stattfindet. 
Ist dies der Fall, so läist sich das System wie gewöhnlich 
behandeln. 

134. Es wurde oben gezeigt, dafs eine änfsere Kraft 
im Diagramm in jedem ihrer Endpunkte an eine andere 
äufsere Kraft stofsen mufs; die äufseren Kräfte bil- 
den deshalb im Diagramm ein oder mehrere 
geschlossene Polygone. Ferner läfst sich zeigen, 
dafs die Kräfte, welche im Diagramm ein ge- 
schlossenes Polygon bilden, im System auf alle 
oder einige von den Eckpunkten eines geschlos- 
senen Polygons wirken, und dafs die Beihen- 
folge der Kräfte an beiden Stellen die gleiche 
ist. Man betrachte nämlich ein geschlossenes Polygon, 
welches von äufseren Kräften im Diagramm gebildet wird. 
Jtßdem Eckpunkte von diesem entspricht im Systeme eine 
gebrochene Linie, welche mit einer äufseren Kraft anfangt 
und mit einer anderen endigt, mit der wieder die nächste 
gebrochene Linie anfängt (mit entgegengesetzter Bichtung) 
und so fort. Nimmt man alle äufseren Kräfte fort, so 
mufs dann ein von Stäben gebildetes Polygon zurück- 
bleiben. 

In der Figur bilden auf solche Weise a, b und c im 
Diagramm ein geschlossenes Polygon; den Eckpunkten des- 
selben entsprechen im Systeme die Polygone c23a, a45&, 
£lc, welche, wenn man die Kräfte fortnimmt, das ge- 
schlossene Polygon 23451 geben. Man sieht leicht, welche 
Änderung die Form des Diagramms erfahren würde, wenn 
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auch äafsere Kräfte an den beiden Eckpunkten dieses Po- 
lygons wären, wo jetzl keine sind. 

135. Es erübrigt noch die Beantwortung der Frage: 
Wie kann man in einem gegebenen Stabsystem 
die Polygone finden, von denen jeder Stab 
Seite in zweien ist? .Wenn sich keine Stäbe kreuzen, 
so ist das leicht genug, denn dann liegen die Polygone 
neben einander; bei zusammengesetzten Systemen kann 
die Untersuchung degegen schwierig genug sein, und es 
soll deshalb gezeigt werden, wie sich dieselbe ausführen 
läfst. Man sieht leicht, dafs man die äufseren Kräfte 
fortlassen kann, indem man an Stelle der Polygone, in 
welchen sie Seiten sind, die geschlossenen Polygone 
setzen kann, in deren Eckpunkten die Kräfte angreifen. 
Kennt man ein solches Polygon, so nimmt man dasselbe 
zum Ausgangspunkt. Kennt man ein solches nicht, so 
mufs man mit einem beliebigen Polygon beginnen um zu 
versuchen, ob es so beschaffen ist, dafs sich äufsere Kräfte 
an demselben anbringen lassen. 

Da es nicht auf die Form der Polygone ankommt, 
so kann man sich das erste etwa als regulär hingezeichnet 
denken. Nun suche man eine gebrochene Linie, welche 
zwei von den Eckpunkten des Polygons verbindet, und 
trage diese, ohne sich um die wirkliche Form derselben 
zu kümmern, quer über das ideale Polygon ab, welches 
gezeichnet wurde. Dadurch ist dieses in zwei Polygone 
getheilt, von denen jedes aus der gebrochenen Linie und 
einem Theil des ersten Polygons besteht. Diese Polygone 
theilt man nun weiter auf dieselbe Weise, indem man die 
idealen Linien so zieht, dafs sie auch die Fläche in zwei 
Theile theilen; man mufs nur vermeiden zwei Eckpunkte 
zu verbinden, welche beide Eckpunkte in denselben beiden 

u 
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Polygonen sind, da man in diesem Fall nicht weifs, welches 
von diesen Polygonen man getheilt hat. 

Dieses Verfahren gründet sich darauf, dafs ein ge^ 
schlossenes Polygon im Systeme einem geschlossenen 
Polygonwege im Diagramm entspricht. Durch einen solchen 
wird das Diagramm in zwei getrennte Theile getheilt, und 
indem man die Theilung fortsetzt erhält man zuletzt die 
Knoten des Diagramms, so dafs jeder für sich liegt; wenn 
das aber der Fall ist, so hat man eben im Systeme die 
gesuchten Polygone. 

Die Möglichkeit des Diagramms beruht dann auf der 
Durchführbarkeit der Theilung. Die Unmöglichkeit zeigt 
sich deshalb dadurch, dafs man in der idealen Figur nicht 
Linien vermeiden K^^nn, welche sich durchkreuzen. (Von 
dem in 133 erwähnten speciellen Falle wird hier abgesehen)« 
Läfst die ideale Figur sich zeichnen, so ist, eine fernere 
Untersuchung unnöthig, da es einleuchtend ist, dafs jeder 
geschlossene Polygonweg ein Stück lostrennt. Äufsere 
Kräfte lassen sich an den Eckpunkten sowohl des äufseren 
als auch innerer Polygone anbringen, wenn jedes System 
für sich im Gleichgewicht ist. 

Man betrachte z. B. das Fünfeck ABGDE mit den 

Diagonalen AD und BE. Beginnt man 
mit dem Fünfeck, so kann die erste 
Theilung durch eine von den Diagonalen 
ausgeführt werden, aber die nächste 
Diagonale theilt keins von den beiden 
Polygonen, welche man jetzt hat Ein 
Diagramm ist deshalb unmöglich, wenn 
Kräfte an den fünf Eckpunkten des 
Fünfecks angebracht werden. (Wird 
der Durchschnittspunkt der Diagonalen 
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als Knoten aafgefafst, so ist ein Diagramm möglieb). Oeht 
man dagegen vom Viereck BCDE aus, so erhält man eine 
ideale Figur, welche zeigt, dafs äufsere Kräfte sich an 
diesem Viereck anbringen lassen. 

136. Construction des Diagramms. Im Vorhergehenden 
wurde vorausgesetzt, dafs alle Spannungen bekannt seien. 
In der Praxis construiert man indessen Diagramme, um 
eben die Spannungen zu finden. Hier giebt es eine Con- 
structionsaufgabe zu lösen und zwar eine, -wcdche sich nicht 
immer mittels Zirkel und Lineal lösen läfst. Indessen 
kommen in der Praxis kaum andere Fälle als solche vor, 
in welchen die Aufgabe sich lösen läfst, und diese sollen 
jetzt besprochen werden. 

Man denke sich also, dafs die Polygone des Systems 
bestimmt seien und dafs ein geschlossenes Kräilepolygon 
von äufseren Kräften gezeichnet sei. Falls nun Knoten 
vorhanden sind, auf welche äufsere Kräfte wirken, und von 
welchen nur zwei Stäbe ausgehen, so kann man sofort die 
diesen entsprechenden Spannungen zeichnen, da man die 
Richtungen derselben kennt und weifs, dals der Knoten 
ein geschlossenes Kräftepolygon hat. Da diese Spannungen 
nun l)ekannt geworden sind, so kann man andre Knoten 
aufsuchen, welche jetzt nur zwei unbekannte Spannungen 
haben, und in der Regel wird man durch Fortsetzung dieser 
Methode das Diagramm construiert bekommen. 

Das Diagramm auf Seite 152 läfst sich auf diese 
VP^eise nicht construieren, weil von jedem Knoten wenig- 
stens drei Stäbe ausgehen; hier bemerkt man indessen, 
dafs das System aus dem Stabe 1 und aus zwei zusammen- 
gesetzten Systemen besteht, welche jedes für sich unver- 
änderlich sind (38726 und 4910 511). Diese beiden kann 
man sich durch einzelne Stäbe ersetzt denken, so dafs 
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man ein Dreieck erhält, in dessen Eckpunkten die Kräfte 
a, b und c angreifen. Für dieses System läfst das Dia- 
gramno sich leicht zeichnen; dasselbe besteht aus dem 
Dreieck abc und drei durch einen Punkt gehenden Linien, 
welche von den Eckpunkten auslaufen und 1, a und ß 
parallel sind, wo a und ß die eingeführten Hülfsstäbe be*- 
deuten; Die Spannung a läfst sich nun so auffassen, als 
ob sie zwei gleich grofse und entgegengesetzte Kräfte re- 
präsentierte, welche das System 38726 im Gleichgewicht 
halten, und das Diagramm dieses Systems läfst sich nun 
zeichnen ; auf dieselbe Weise wird ß im Diagramm durch 
9411510 ersetzt, und man ist fertig. . 

Man könnte auch folgendermafsen verfahren: zeichnet 
man das Dreieck abc, so lassen sich die Linien 1, 3, 2, 
5, 4 in den richtigen Sichtungen ziehen, während die 
Längen derselben unbekannt sind. Die Aufgabe ist nun 
auf folgende reduciert: ein Dreieck zu zeichnen (87 6 oder 
91011), dessen Seiten gegebenen Geraden (den Stäben im 
Systeme) parallel sind und dessen Eckpunkte auf bekannte 

• 

Linien (1, 3, 2 oder ], 4, 5) fallen. Diese Aufgabe läfst 
sich leicht mittels der Ähnlichkeitsmethode*) lösen. Man 
zeichnet 7, 8, 6 in den richtigen Richtungen, so dafs die 
Endpunkte von 7 auf 3 und 2, im übrigen aber beliebig, 
fallen. Das Dreieck, welches man jetzt gezeichnet hat, 
liegt ähnlich gegen das gesuchte mit dem Durchschnitts- 
punkt von 3 und 2 als Ähnlichkeitspunkt. Eine Gerade 
durch diesen Punkt und den Durchschnittspunkt von 8 
und 6 schneidet 1 in dem gesuchten Punkte. 

Hier war nur ein Dreieck mit seinen Eckpunkten auf 
drei geraden Linien anzubringen, aber bisweilen gelangt 



*) Vergl. Jul. Petersen, Methoden und Theorien. Kopenhagen, 1879, 
S. 28 ff. 
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man zu folgender Aurgabe: Ein Polygon, dessen Sei- 
ten bekannte Richtungen haben, so zu legen, 
dafs die Eckpunkte auf bekannte Linien fallen. 
Um diese Aufgabe zu lösen, lege man einen von den 
Eckpunkten, A, auf einen beliebigen Punkt derjenigen 
Linie, aufweichen er fallen soll, und zeichne das Polygon. 
Kommt man dabei zu dem Ausgangspunkte A zurück, so 
ist die Aufgabe gelöst, aber da man annehmen mufs, dafs, 
der Ausgangspunkt unrichtig gewählt ist, so wird man in 
der Regel zu einem anderen Punkte ^| zurückkommen. 
Nun macht man eine ähnliche Probe mit einem anderen 
Ausgangspunkte, B, und kommt zurück zu B^. Dreht 
man nun die Strecken AB und A^B^ um A und B in 
derselben Umdrehungsrichtung bis in die parallelen Lagen 
AC und -^iCi, so wird CC^ die Linie in dem gesuchten 
Punkte schneiden. Dieser mufs nämlich so liegen, dafs 
er AA^ nnäBB^ nach demselben Verhältnis theilt. (Drei 
Parallelen schneiden proportionale Stücke von Geraden ab, 
welche sie schneiden.) 



